Feuille exercices BTS EBCR 1ére année

Calcul intégral

1 Primitives

Exercice 1:
Démontrer que F(z) = 722 — 3z + 5 est une primitive sur R de f(z) = 142 — 3.
Donner une autre primitive de f.

Exercice 2:
Démontrer que G(z) = xln(z) — 2 est une primitive sur R de g(x) = In(z). Donner
une autre primitive de g.

Exercice 3:
Démontrer que H(t) = (—2t — 3)e™! est une primitive sur R de h(t) = (2t + 1)e ".
Donner une autre primitive de h.

Exercice 4:
La fonction F' est-elle une primitive de f 7

1. fra—=Tet Fix—Tr+4
2. fix— —2xet F:or— —222

3. frx—=32+let Fiz—ad+1

4
4. f:m»—>m3—2xetF:x»—>%—x2—3

1 31
5.f:x»—>x2—ﬁetF:m»—>%+f

6. f:z— et F:x+—

T
1+ 22 1422
3 r—1

7. fix— —etF:x—
fie (x+2)2e T2

5t
et F:z—

8. f:xz— —
frz 1+ 1425

Exercice 5:
Montrer que F' est une primitive de f.

1. fre—det Fix—4x—7

2. froxr2r+3et F:or 2?2+ 32
3
3. f:m»—>—3x+2etF:xH—§m2+2aﬁ+1

4. frx 922 et F: x> 323

3
5.f:x+—>x2etF:xr—>%+2

6. f:axr 823 —6z2et F:xw— 22* — 223

3 3
7. fram——Fet Fiom — =T
T x

8. f:xwsin(x) et F:x— —cos(z)+1

Exercice 6:
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée.

1. z— -3

1
2. x—2x — =

Exercice 7:
Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1. f:t— —5cos(t)

2. g:x— 223 —5x+3

Exercice 8:
Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

6

t
1. f:t— —
f 5

2. g: x> cos(2x)

Exercice 9:
Déterminer une primitive des fonctions suivantes qui prend la valeur yy en zq:

L f:t—=6t°;20=1etyy=4

2. g:x— 052" +32°2 + 51 ;20=0et yo=0

2
3. h:tl—>4t—t—2;x0:1ety0=2

3.

X

2

T ——x
3

2
4 xH3x2+§—7

3. h:t— —8sin(2t)

5
4, 1:t— —

3. h:t+—>sin(3t+g>

4.

1:t—

B+22 -1

t2

12

4. i:tr—>t+t%+3cos(t+3ﬂ')f3sin(5t);zO:ﬂet Yo =2
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Exercice 10: On consideére la fonction F définie sur | — 1; +o0[ par :
Déterminer sur R la primitive F' de la fonction f : x +— 322 — 2z vérifiant F(1) = 2. 1
F(z)=2In(1+z) + = In*(1 + )
Exercice 11: - 2
Déterminer sur R la primitive F' de f : x > sin(2t) vérifiant F’ (E) =0. 1. Calculer F'(x). Que constat-t-on ?
2
. _ 1
Exercice 12: 1 2. (a) On note I = / f(z)dz. Démontrer que I = = In*(3) + 2In(3).
Déterminer sur R} la primitive F' de la fonction f : z +— — —1 vérifiant F(1)=-1. 0 2
r (b) Donner la valeur approchée arrpndie & 1072 de 1.
Exercice 13: (c) Donner une interprétation graphique du résultat obtenu & la question
Déterminer sur R la primitive F' de f : x +— e” vérifiant F'(0) = e. précédente.
Exercice 14: Exercice 18:
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée. Calculer les intégrales suivantes :
1 3.z —2 _surR ! e
1. v — m sur } — 00,2[ - X (ZE2 + 2)5 sSur 1. /;5 \/idl' 7. /(; e“dx
2 3%‘2 14 9 3
2. x— ——= sur | — 3;+00] 4. x+— ———— sur |1: +o0[ 1 d
(x+3)2 (3 —1)4 2. ; ;dx 8. N x
Exercice 15: 4 z
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction donnée. 3. / (22 + 3z + 4)da 9. /(cos(Zx) — 3sin(5z))da
2
1. x—e* —2e" 3.0 —— suwR 3
2vx? +1 10
4. / e % dx 10 /1 dx
2 9z% -3 0 :
P 4.x&—>x7sur]1:+oo[ o 1+z
(22 + 3)2 (a® — z)? 1 7
5. / (z* —2? + o — 1)dz 11 dx
» 1 ' 1'2
2 Intégrales °
6 2(85+53+2)d o [fEtl,
2.1 Calcul d’intégrales AP ) T
E)ferci.ce 16: 5 e Exercice 19:
Soit f: x> (z° — 1)e™® définie sur R. Calculer les intégrales suivantes :
1. Démontrer que F(x) = (—x? — 2z — 1)e™® est une primitive de f sur R. 3 JE T
x
3 1 / (.’135 + 2$3 — 2$)d.13 3. / l‘COS(JZz)dZ‘ 5. / mdﬂ?
2. En déduire la valeur de I = / f(z)dz. 3 0 0
1 4 ) 3 4 x
: . 2. / 2ze” dx 4. / cos(x)dx 6. / —dx
E)ferc1ce 1’?. o . L (x) RN
Soit la fonction définie sur | — 1; 4-o00[ par :
2+ In(1+ ) Exercice 20: "
n x )
e M Sl Pour tout réel x > —1, =—.
f(z) o our tout réel = on pose f(z) CFEE




Feuille exercices BTS EBCR 1ére année

Calcul intégral

1 B 1
z+1 (z+1)2

1. Montrer que pour tout x > —1, f(x) =
2. En déduire une primitive de f sur | — 1; +o0].
3
3. Calculer alors / f(z)dx.
1

Exercice 21:
< —1
rx>—-1"

2 +x si

Soit f la fonction définie pour tout réel x par { 918 — x4+ 1 si

1
Calculer/ f(t)de.
—4
Exercice 212:

smu:/ i
0o T+1

1. Expliquer pourquoi f : x +— <
z+1
connue.

ne correspond a aucune forme de dérivée

B

2. Déterminer deux réels «, 8 tels que pour tout = # —1, f(z) = a + ey
x

3. En déduire que I =1 — In(2).

Exercice 23: 5

—dt.
241

1
En remarquant que pour tout réel ¢, t3 = t3 +t — ¢, calculer /
0

Exercice 24: 5 s
3 2u—1
Calculer l'intégrale / suitcu—d

1 u
Lo |
Calculer dx + dx.
o l+4+e” o l+e*
Exercice 26:

Soient f, g deux fonctions continues sur [1;2] telles que :

du.

Exercice 25:

/12 f@)dz =2 et /12 g(z)dz = —3
1. Calculer /1 *(5/() — gla))de 5. Caleuler /1 i (; f(x)+§g<x)> dx

Exercice 27:

T 4
A Daide d’une intégration par partie, calculer : / x cos(x)dx et / z1n(x)dz.
0 1

Exercice 28:
Calculer les intégrales suivantes

2 1
1. / 4ze3* Lz 2. / et g
1 0
Exercice 29:
Calculer les intégrales suivantes

1 2 1 X
1. / 253 2. / ——dzx
1 o (bx+ 3)2

Exercice 30:
Calculer les intégrales suivantes

3 2
1. / 32%e* dx
-1

Exercice 31:

0
Ldx 3. / 57xdac
_1 (3x—9)3

2 -
2. / 42z + 1)%e” Ty
0

1
A l’aide de deux intégrations par parties, calculer / z2etdx.
0

Exercice 32:

1
Pour tout entier naturel n, on définit 'intégrale I,, = / z"et "% d.
0

1. Calculer la valeur exacte de Ij.

2. A T'aide d’une intégration par parties, montrer uge pour tout entier n on a :
Inyi=-1+(n+1I,

3. En déduire les valeurs de Iy et Is.

Exercice 33: .

On pose I = e” cos(z)dx.

0
™
1. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que I = / e’ sin(z)dzx.
0

2. A T'aide d’une nouvelle intégration par parties, montrer que I =e™ — 1 — I.
3. En déduire la valeur de I.

Exercice 34:
Soit f la fonction définie pour tout x € R par :

f(z)=(2x—1)e* +3
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0,5
’ 3
1. On note I = / 242+ §m2dx. Démontrer que I =1, 1875.
0

0,5
2. On note K = (22 —1)e®dx. Démontrer, a I’aide d’une intégration par partie
0
que K =3 —2¢05,
0,5
3. On note J = f(x)dx. A laide de la question précédente, déterminer la

0
valeur exacte de J.
4. Vérifier que J — I est inférieur & 2 x 1072.

Exercice 35:
Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable :
1 In(2) 62x
1. / en posant t = e”. 3. ——dx
0o e +1 0 ver +1

en posant t = +v/e* + 1.

1+

en posant t =

2.2 Valeurs moyennes

Exercice 36:

6
1. Calculer la valeur moyenne de f : x — — sur [3;7].
x

2. Calculer la valeur moyenne de la fonction exponentielle sur [0;2].

Exercice 37:
On considere une intensité électrique dont I'expression, en ampere, est donnée en
fonction du temps ¢, en seconde, par :

i(t) = Lmag sin(wt) avec w >0

2
mazx

1. Prouver que la fonction ¢ :— >

1

(t — — sin(wt) cos(wt)) est une primitive de
w

t e i2(t).

T
2
2. En déduire la valeur de / P2(t)dt on T = g
0

3. En utilisant le résultat précédent, montrer que la valeur moyenne de t + i2(t)

sur [0; 7

Imam . . .
est ———. C’est l'intensité efficace du courant 7.

V2

2.3 Calcul d’aires

Exercice 38:
Soit f la fonction définie pour tout x € [—2; 3] par :
3
x s X
= 22— 41
fa)=5 - -2

Déterminer 'aire de la surface colorée suivante, délimitée par la courbe de f.

A
4
=@

NO

NNANY
NN

/
;
A
22
1 4

Exercice 39:

Le plan est muni d’un repere orthonor-
—- s .

mal (O, i, j) d’unité graphique 1 cm. E

La courbe ci-apres donne lallure de la

représentation graphique de la fonction f

définie pour tout x € [0;7] par :

1 3
flz) = ~5 cos(2x) + cos(z) + 3 F .
Les points E et F' ont pour coordonnées T

E(0;2) et F(m;0).

Calculer laire A du domaine limité par la portion de courbe entre E et F', 'axe des
abscisses et 'axe des ordonnées.
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Exercice 40:

La plan est muni d’un repere orthonormé d’unité graphique le cm. On désire calculer
de fagon précise I'aire A de la surface hachurée sur ma figure ci-dessous. Pour cela,
on dispose des données suivantes :

e la piece est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées ;
e le bord supérieur correspond a la droite y = 2,25 ;

e le bord inférieur droite correspond & la fonction g définie pour tout = € [0; 3] par:

(x) _ 27x
I\ = 5 118

A

R A 77777777777877777777777 ////////////‘:44‘————*
777777777 777777777777

R
1777772

1. Déterminer l'aire A4; du rectangle OPQR.

27
2. (a) Démontrer que G(z) = e In(2? 4 9) est une primitive de g sur R.
(b) En déduire laire A5 de la partie du plan délimité par la courbe de g, l'axe
des abscisses et les droites d’équations x = 0 et z = 3.

3. Déduire des questions précédentes laire A, arrondie au milliéme.

Exercice 41:
Le plan est muni d’un repere orthonormal d’unité graphique 2 cm.

1. Tracer les courbes C et C' qui représentent respectivement les fonctions f et g

1
définies sur [1;2] par f(x) = 22 et g(x) = ~.
x

2. On note D le domain ensemble de points M (x;y) du plan tels que :
1

1<z<2 et —<y<a?
X

(a) Calculer, en unité d’aire, I’aire de D.

(b) Exprimer cette aire en cm?.

3 Probléemes

Probléme 1:

On s’intéresse a un jouet pour enfant monté sur un ressort. Le principe de fonction-
nement est le suivant : on comprime le jouet au sol et une fois relaché, celui-ci est
propulsé dans les airs a une certaine hauteur puis retombe au sol. On suppose que
le mouvement du jouet est vertical. On souhaite étudier la hauteur atteinte par le
jouet en fonction du nombre d’années d’utilisation.

La hauteur, exprimée en décimetres, que peut atteindre le jouet aprés x années
d’utilisation est donnée par la fonction f définie pour tout x € [0; +oo[ par :

flx)=(2x+1)e " +3

On note C la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repere
orthonormé (O;I;J).

1 Hauteur
4
3
2
1
Année
0 1 2 3 4 5 -

1. Quelle hauteur en décimetre peut atteindre le jouet lors de la toute premiere
utilisation, c’est-a-dire pour z =0 7

2. Quelle hauteur en décimetres peut atteindre le jouet apres 6 mois d’utilisation ?
Donner la valeur exacte puis la valeur arrondie & 1072,

3. On adlet que lim ze ® =0et que f(x) =2ze * +e % +3.
x

—+o0

(a) Déterminer la limite de la fonction f en +oc.

(b) En déduire que la courne C admet une asymptote D, dont on donnera une
équation, puis tracer cette droite D sur le graphique.

(c) Interpréter cette limite dans le contexte de la situation étudiée.
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4. On note f’ la fonction dérivée de f.

(a) Justifier que pour tout x € [0;4o00[, f'(z) = (1 — 2z)e™*.

(b) Etudier le signe de f’(z) pour tout = € [0; +oo[. En déduire le tableau de
variation de f.

5. On admet que f : x — (—2z — 3)e™* + 3z est une primitive de la fonction f.
Calculer I’aire A, en cm?, de la partie du plan limitée de la courbe C, 'axe des
abscisses et les droites d’équations z = 0 et x = 2. Donner la valeur exacte puis
la valeur arrondie & 102.

Probléeme 2:
On se place dans un repere orthonormé d’unité le cm. Soit f une fonction définie
pour tout € R par :

f(@) = (1 - 2?)
L’objectif de cet exercice est de calculer 'aire entre la courbe, I’axe des abscisses et
les droites d’équation x = —1 et x = 1.

1
1. A quelle(s) condition(s) l'objectif correspond-il au calcul de I = / f(z)dx ?
~1

2. La courbe représentative de f est tracée ci-dessous. Hachurer I'intégral I sur le
graphique.

3. Calculer la dérivée de la fonction f, vérifier votre réponse grace a un logiciel de
calcul formel.

4. Etablir le tableau de variation de f sur [—1;1], en déduire le signe de f sur cet
intervalle.

5. A Taide d’un logiciel de calcul formel, donner la valeur exacte de cette intégrale.
Prouver ce résultat par le calcul.

Probléme 3:
On considere que la croissance de tournesols en fonction du temps est modélisée par
la fonction f définie pour tout = € [0; +oo| par :

2
J@) = T 0c 00
ou f(x) est la hauteur du plant en metres et = le temps en jours.
1. Calculer la hauteur d’un tournesol au bout de 30 jours.

2. Calculer la fonction dérivée de f. En déduire le tableau de variation de la fonction

f.
3. Calculer la limite de f en 4o0.
4. Que peut-on déduire des questions 2 et 3 pour le tournesol ?

5. Déterminer le nombre de jours nécessaires pour que le tournsol atteigne
supérieure a 1,5 m.

6. A l'aide d’un logiciel de calcul formel, déterminer une primitive F' de f sur R.
Redémontrer ce résultat par le calcul.

7. Déterminer la valeur moyenne de f sur lintervalle [50;100]. On donnera un
résultat approché a 0,01 pres. Interpréter le résultat obtenu.



