Chapitre 4 : Limites de fonctions
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1 Limite d’une fonction en +co

1.1 Limite infinie

Définition :

 La fonction f tend vers +oco quand x tend vers +co si tout intervalle de la forme [A;+oco[ contient toutes les valeurs
f (x) pour x suffisamment grand. Autrement dit :

lim f(x) =40 & VA>0,1X>0,x>X = f(x)> A

X—>+00

* La fonction f tend vers —co quand x tend vers +oo si tout intervalle de la forme | — co; A] contient toutes les valeurs
f(x) pour x suffisamment grand. Autrement dit :

lim f(x)=-c0 & VA>0,3X>0,x<X = f(x) <A

X—+00

! Remarque

* On a des définitions équivalentes pour lim f (x) =40 et lim f (x) = —co.

* Pour les limites infinies, on a donc quatre cas possible lim f(x) = +co.
X—+00

Propriété:
Soitn € N,ona:

e lim +x =+ e lim x" =+o0
X—+00 X—+00
. lim " +oosi n € 2N
] X _ X = 9
. xl_l)l}rlooe = +o0 =00 —ocosine2N+1

Démonstration:
La démonstration est laissée au lecteur.

1.2 Limite finie et asymptote horizontale

Définition:
La fonction f tend vers / € R quand x tend vers +oo si tout intervalle de la forme [ — €; [ + €] contient toutes les valeurs
f(x) pour x suffisamment grand. Autrement dit :

lim f(x)=] & Ve>0,3X>0,x>X = |f(x) -l <e

X—+00



! Remarque

On a une définition équivalente pour lim f(x) = 1.
X——00

Exemple:

. . 1
On pourra considérer la fonction f : x — — + 1.
X

Propriété:
Soitn € N,ona:

. 1 o 1 X _
e lim — =0 xl_l,rflwe =0
X—+00 \/)_C
Démonstration:

La démonstration est laissée au lecteur.

Définition:

La droite d’équation y = [ est une asymptote horizontale a la courbe représentative de f en +cosi lim f(x) = [.
X—>+00

Exemple:

sin(x) i1

On pourra considérer la fonction f : x —

1.3 Interprétation graphique
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La courbe admet une asymptote Iln’ya pasd’asymptote.

horizontale d’équation y = 2.

Il n’y a pas d’asymptote.



2 Limite d’une fonction en un réel a

2.1 Limite infinie

Définition :

* La fonction f tend vers +oo quand x tend vers a si tout intervalle de la forme [A;+oo[ contient toutes les valeurs
f (x) pour x suffisamment proche de a. Autrement dit :

lim f(x) =400 &= VA>0,3dn>0,|x—a|<n = f(x)>A

xX—a

* La fonction f tend vers —co quand x tend vers a si tout intervalle de la forme | — oco; A] contient toutes les valeurs
f(x) pour x suffisamment proche de a. Autrement dit :

lim f(x) =—c0 & VA>0,In>0,|x—a|<n = f(x)<A

X—a

Définition:
La droite d’équation x = [ est une asymptote verticale a la courbe représentative de f en a si lim f(x) = +oo.
xX—a

Exemple:

s . 1
On pourra considérer la fonction f : x — —.
x

2.2 Limite finie

Définition:
La fonction f tend vers [ € R quand x tend vers [ si tout intervalle de la forme [/ — €;/ + €] contient toutes les valeurs
f(x) pour x suffisamment proche de a. Autrement dit :

lim f(x) =] & VYe>0,In>0,|x—a|<n = |f(x)-[]| <e
X—da

Exercice:
Soit le tableau de variation d’une certaine fonction f :

w | T T~

-2 —o0 -4

1. Déterminer les asymptotes verticales en précisant leur équation.
2. Déterminer les asymptotes horizontales en précisant leur équation.
3. Tracer I’allure de la courbe représentative de f.



2.3 Interprétation graphique
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lim f(x)=1 lim f(x) = +o0 lim f(x)=-o0
x—-3 x—2 x—-2-
Il n’y a pas d’asymptote. La courbe admet une asymptote verticale Lacourbe admet une asymptote verticale
d’équation x = 2. d’équation x = 2.

3 Opérations sur les limites

En analogie a la dérivation (et a d’autres domaines des mathématiques), il est possible de déduire d’un résultat d’une
somme/produit/quotient a partir de chaque opérateur. C’est-a-dire, ici, il est possible de déterminer la limite d’une
somme/produit/quotient de fonctions a partir de la connaissance de la limite de chaque fonction.

Soient f, g deux fonctions quelconques et [, [’ deux réels quelconques.

Propriété:

On récapitule toute les informations dans le tableau ci-dessous selon les différents cas.
lim f = l [ l +00 +00 )
limg = 4 +00 —00 +00 —o0 —o0
lim f+g = [+ +00 —0 +00 -0

FI
lim fxg = [xU +00 —00 +00 +00 —co
Elsil=0 Elsil=0
lim S = L si 0 0
g I FI FI FI
I"+0
Démonstration:

La démonstration est laissée au lecteur.

! Remarque

11 existe trois formes indéterminées fondamentales :

* ”Additionner” +oo avec —oo.
e ”Multiplier” +co par 0.
* ”Diviser” *co par +oo ou 0 par 0.

Sur le méme modele que les suites, lorsqu’on a une forme indéterminée, cela signifie qu’on ne peut pas conclure directement,
il faut donc lever I’incertitude en factorisant ou en développant.



Exemple:

1
1+ —
3

Soith : x — —
2+-)(1+x?)
X

1
Ona lim 2+—=2et lim 1+x%=+co.

X—+00 X X—+00
1 1
Par régle du produit on a donc lim (2+ —)(1 +x?) = +co. Parailleursona lim 1+ — = 1 donc par régle du quotient on a :
X—+00 X X—+00 X
lim h(x) =0.

X—+00
Exercice:
Déterminer les limites des fonctions suivantes aux valeurs demandées.
1
L. fix—>2x+1-—en0et+oo.
X
4dx

2.g:x|—>4 en 0 et 4.

- X

Propriété:
En +co, la limite d’une fonction polynomiale est entierement déterminée par son monome de plus haut degré.

Démonstration:
La démonstration est laissée au lecteur.

Exemple:
4 _ 2 1 4
Ona lim 221y 3 )
x—+o0  2x—1 x—+o0 2X

4 Limites et comparaison

4.1 Limite infinie

Propriété:
Soient f, g deux fonctions telles que pour tout x € I, f(x) > g(x) eta € I.
* Si lim g(x) = +oo alors lim f(x) = +oo.
x—a x—a

e Si lim f(x) = —occ alors lim g(x) = —co.
x—a x—a

Démonstration:
Démontrons le premier point, le deuxieme se fera sur le méme modele.



Supposons donc que lim g(x) = +co. On a alors :
X—a

Pour tout A > 0, il existe > 0 tel que pour |x — a| < i alors g(x) > A.
Or on a par hypothése que pour tout x, f(x) > g(x).
D’ou f(x) > g(x) > A donc par définition on a lim f(x) = +co.

X—a

Exercice:

Déterminer la limite en +co de f : x > x?

+ cos(x).

4.2 Limite finie

Théoreme :
Soient f, g et h trois fonctions définies sur / telles que :

e VneN, gx) < f(x) < h(x)
. ;i_I)I}lg(x)=}i_r)réh(x)=l€R

On a alors lim f(x) = 1.
X—a

Démonstration:
La démonstration repose sur le méme principe que son équivalent pour des suites mais avec des disjonctions de cas
supplémentaires.

Exercice:
2 + sin(x)

Déterminer la limiteen +code g : x — 1 +
x2+1

4.3 Croissances comparées

Propriété:
Soitn € N, on a:

) g n,x _
1. lim = =0 2o Mm et =)



Démonstration:
On pourrait se contenter de montrer cette propriété pour n = 1.
Démontrons le premier point dans le cas général.

X
X e . . - .
En montrant que pour tout x > 0, W < —,;, On aura minore ce qui NOus INEresse par une fonction tendant vers +co ent
n+1)!  x
+00 et donc on obtiendra donc le résultat souhaité d’apres une propriété précédente. Montrons donc cette inégalité.

X e

On a m < F
Notons ¢(x) = (n+ 1)!le* —x™*! ona ¢™ (x) = (n+1)!(e* — 1) > 0 donc ¢~ 1) est strictement croissante.
Par ailleurs, ¢"~1(0) = (n+ 1)! > 0 donc ¢"~2) est strictement croissante.

Par récurrence immédiate on a que ¢ est strictement croissante et ¢(0) = (n+ 1)! > 0.

On a donc bien I'inégalité souhaitée et donc le résultat.

= (n+1)le* —x™1 > 0.

5 Exercice bilan

Soit f 1t (12 +1)e~ %% définie sur R. Déterminer les limites en f en +co.
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