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1 Rappels de première sur le produit scalaire dans le plan

1.1 Expressions et propriétés du produit scalaire

Définition:
Soient −→𝑢 ,−→𝑣 ∈ R2\{

−→
0}. On a alors < −→𝑢 ,−→𝑣 >= ∥−→𝑢 ∥ × ∥−→𝑣 ∥ × cos(−→𝑢 ,−→𝑣 )

∥−→𝑢 ∥

∥−→𝑣 ∥

(−→𝑢 ,−→𝑣 )

•! Remarque

Si 𝐴, 𝐵 et 𝐶 trois point du plan. On a <
−−→
𝐴𝐵,

−−→
𝐴𝐶 >= ∥−−→𝐴𝐵∥ × ∥−−→𝐴𝐶∥ × cos(�𝐵𝐴𝐶).

Exercice:
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle équilatéral et 𝐼 le milieu de [𝐴𝐵]. Déterminer les produits scalaires suivants : <

−−→
𝐴𝐵,

−−→
𝐴𝐶 >, <

−−→
𝐴𝐵,

−→
𝐴𝐼 >

et <
−→
𝐼 𝐴,

−→
𝐵𝐼 >.

Définition:
Soient −→𝑢 ,−→𝑣 ∈ R2.
−→𝑢 et −→𝑣 sont dits orthogonaux si et seulement si < −→𝑢 ,−→𝑣 >= 0.

On rappelle que par définition générale d’un produit scalaire on a :

Définition:
On appelle produit scalaire toute application < ., . > bilinéaire, symétrique et définie positive. C’est-à-dire :

• ∀−→𝑢 ,−→𝑣 ,−→𝑤 ∈ R2,∀𝜆 ∈ R, < 𝜆−→𝑢 + −→𝑣 ,−→𝑤 >= 𝜆 < −→𝑢 ,−→𝑤 > + < −→𝑣 ,−−→𝑤 >

• ∀−→𝑢 ,−→𝑣 ∈ R2, < −→𝑢 ,−→𝑣 >=< −→𝑣 ,−→𝑢 >

• ∀−→𝑢 ∈ R2, < −→𝑢 ,−→𝑢 >= 0 ⇐⇒ −→𝑢 =
−→
0

• ∀−→𝑢 ∈ R2, < −→𝑢 ,−→𝑢 >≥ 0
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1.2 Projection orthogonale

Définition:
Soit 𝑑 une droite et 𝐴 un point du plan. On appelle projeté orthogonal 𝐻 de 𝐴 sur 𝑑 l’intersection de 𝑑 avec la
perpendiculaire à 𝑑 passant par 𝐴.

Définition:
Soient 𝑥, 𝑦 ∈ R et −→𝑢 =

(
𝑥

𝑦

)
dans un repère orthonormé (𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ). Le vecteur −→𝑢 se décompose selon les deux axes du

repère en deux vecteurs −→𝑣 = 𝑥
−→
𝑖 et −→𝑤 = 𝑦

−→
𝑗 de telle sorte que :

• −→𝑢 =
−→𝑣 + −→𝑤

• −→𝑣 est le projeté orthogonal de −→𝑢 sur l’axe des abscisses.
• −→𝑤 est le projeté orthogonal de −→𝑢 sur l’axe des ordonnées.

−→
𝑖

−→
𝑗

−→𝑣 = 𝑥
−→
𝑖

−→𝑤 = 𝑦
−→
𝑗

−→𝑢

•! Remarque

Cette notion de projection est très régulièrement utilisée en physique lorsque l’on travail avec des forces notamment.

1.3 Autres expressions du produit scalaire

Propriété: Formules de polarisation
Soient −→𝑢 ,−→𝑣 ∈ R2,

• < −→𝑢 ,−→𝑣 >=
1
2
(∥−→𝑢 + −→𝑣 ∥2 − ∥−→𝑢 ∥2 − ∥−→𝑣 ∥2)

• < −→𝑢 ,−→𝑣 >=
1
2
(∥−→𝑢 ∥2 + ∥−→𝑣 ∥2 − ∥−→𝑢 − −→𝑣 ∥2)

• < −→𝑢 ,−→𝑣 >=
1
4
(∥−→𝑢 + −→𝑣 ∥2 − ∥−→𝑢 − −→𝑣 ∥2)

Désmonstration:
La démonstration est laissée au lecteur, il s’agit d’utiliser la bilinéarité du produit scalaire.
Exercice:
Soit −→𝑢 ,−→𝑣 ∈ R2, tels que ∥−→𝑢 ∥ = 2, ∥−→𝑣 ∥ = 3 et (−→𝑢 ,−→𝑣 ) = 𝜋

3
. Calculer ∥−→𝑢 + −→𝑣 ∥.
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Définition:
Soient 𝑥, 𝑥′, 𝑦, 𝑦′ ∈ R et −→𝑢 =

(
𝑥

𝑦

)
et −→𝑣 =

(
𝑥′

𝑦′

)
dans un repère orthonormé (𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗). On a alors < −→𝑢 ,−→𝑣 >= 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′

Exercice:

Déterminer le produit scalaire de −→𝑢 =

(
1
−2

)
et −→𝑣 =

(
6
5

)
.

Théorème:

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle quelconque. On note :
{

𝑎 = 𝐵𝐶 𝑏 = 𝐶𝐴 𝑐 = 𝐴𝐵

�̂� = �𝐵𝐴𝐶 �̂� = �𝐴𝐵𝐶 �̂� = �𝐵𝐶𝐴
.

Alors :

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos( �̂�)
𝑏2 = 𝑐2 + 𝑎2 − 2𝑐𝑎 cos(�̂�)
𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos(�̂�)

.

Démonstration:
En effet :−−→
𝐵𝐶 =

−−→
𝐵𝐴 + −−→

𝐴𝐶

=⇒ ∥−−→𝐵𝐶∥2 = ∥−−→𝐵𝐴∥2 + 2 <
−−→
𝐵𝐴,

−−→
𝐴𝐶 > +∥−−→𝐴𝐶∥2

=⇒ 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐴2 − 2 <
−−→
𝐴𝐵,

−−→
𝐴𝐶 >

=⇒ 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐴2 − 2∥−−→𝐴𝐵∥ × ∥−−→𝐴𝐶∥ × cos(−−→𝐴𝐵,−−→𝐴𝐶)
=⇒ 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos( �̂�)

Exercice:
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle tel que 𝐴𝐵 = 8, 𝐴𝐶 = 6 et �̂� = 120°. Calculer toutes les longueurs et tous les angles de ce triangle.

1.4 Equation d’une droite et vecteur normal

Définition:
Soit 𝑑 une droite de vecteur directeur −→𝑢 , on appelle vecteur normal (généralement noté −→𝑛 ) à 𝑑 tout vecteur non nul
orthogonal à −→𝑢 .
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•! Remarque

Il n’y a pas unicité du vecteur normal !

Propriété:

Soit 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴) un point d’une droite D et −→𝑛 =

(
𝑎

𝑏

)
un vecteur normal.

𝑀 (𝑥; 𝑦) ∈ D ⇐⇒ −−→
𝐴𝑀 et −→𝑛 sont orthogonaux ⇐⇒ <

−−→
𝐴𝑀,−→𝑛 >= 0 ⇐⇒ D : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0.

Démonstration:

• Supposons que 𝑀 ∈ D. On a alors que
−−→
𝐴𝑀 est un vecteur directeur de la droite D. Donc

−−→
𝐴𝑀 et −→𝑛 sont orthogonaux par

définition.
• Supposons que

−−→
𝐴𝑀 et −→𝑛 sont orthogonaux. Par définition on a donc bien <

−−→
𝐴𝑀,−→𝑛 >= 0.

• Supposons que <
−−→
𝐴𝑀,−→𝑛 >= 0. On a alors que <

(
𝑥 − 𝑥𝐴
𝑦 − 𝑦𝐴

)
,

(
𝑎

𝑏

)
>= 0. D’où le résultat.

• Supposons que D : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0. On a bien que 𝑀 (𝑥; 𝑦) ∈ D par définition.

Exercice:
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle tel que 𝐴(3;−2), 𝐵(0;−1) et 𝐶 (1; 3).

1. Déterminer une équation de la médiatrice de [𝐴𝐵].
2. Déterminer une équation de la hauteur issue de 𝐶 dans le triangle 𝐴𝐵𝐶.

2 Orthogonalité et produit scalaire dans l’espace

2.1 Orthogonalité dans l’espace

Définition:

• Deux droites sont dites orthogonales lorsque leurs parallèles respectives passant par un même point sont orthogonales.
• Une droite est orthogonale à un plan lorsque cette droite est orthogonale à toutes les droites du plan.

Propriété:
Deux droites sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs respectifs sont orthogonaux.
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Démonstration:

• Supposons que les droites 𝑑 et 𝑑′ sont orthogonales. Soient Δ et Δ′ leurs parallèles respectives passant par le point 𝐴

qui sont orthogonales. Les vecteurs directeurs de Δ et Δ′ sont donc orthogonaux et deux droites parallèles ont les mêmes
vecteurs directeurs. D’où le résultat.

• Considérons deux vecteurs orthogonaux, il existe alors deux droites Δ et Δ′ portées par ces vecteurs passant par un même
point qui sont orthogonales. Δ et Δ′ sont donc respectivement parallèles à 𝑑 et 𝑑′. D’où le résultat.

Propriété:

• Une droite est orthogonale à un plan si et seulement si un vecteur de la droite est orthogonal à une base du plan.
• Une droite est orthogonale à un plan si et seulement si elle est orthogonale à deux droites sécantes du plan.

Démonstration: Hors programme

• Soit une droite D orthogonale à un plan P. Soit D′ une droite quelconque du plan P. D’après la propriété précédente, en
définissant −→𝑢 un vecteur directeur de D et

−→
𝑢′ un vecteur directeur de D′, on a que ces deux vecteurs sont orthogonaux. Or

−→
𝑢′ étant un vecteur du plan P, on peut le décomposer dans une base quelconque de P. La bilinéarité du produit scalaire
conclut donc la preuve.

• Soit −→𝑢 un vecteur directeur de D et (−→𝑣 ,−→𝑤 ) une base de P. Soit donc un vecteur quelconque −→𝑧 s’écrivant dans la base
(−→𝑣 ,−→𝑤 ). Par bilinéarité du produit scalaire on a que −→𝑢 et −→𝑧 sont orthogonaux. Si on définit la droite D′ portées par −→𝑧 .
On a donc le résultat.

Le deuxième point se montre de la même manière en considérant que pour deux vecteurs directeurs de deux droites sécantes
d’un plan forment une base de ce plan.

Définition:
On considère une droite orthogonale à un plan.
Tout vecteur directeur de cette droite est appelé vecteur normal du plan.

2.2 Produit scalaire dans l’espace

•! Remarque

Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan restent vraies dans l’espace.

Exercice:
On considère un cube 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻. Vérifier que les droites (𝐴𝐹) et (𝐻𝐵) sont orthogonales.

𝐷
𝐶

𝐻

𝐴

𝐺

𝐸
𝐹

𝐵
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3 Géométrie analytique dans l’espace

3.1 Distance dans l’espace

Définition:
On dit que (−→𝑖 ,−→𝑗 ,−→𝑘 ) forme une base orthonormée de l’espace lorsque les vecteurs sont de norme 1 et orthogonaux
deux à deux.

Propriété:

Soit (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,
−→
𝑘 ) un repère orthonormé de l’espace et −→𝑢 =

(
𝑥

𝑦

𝑧

)
, −→𝑣 =

(
𝑥′

𝑦′

𝑧′

)
.

On a alors ∥−→𝑢 ∥ =
√︁
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 et < −→𝑢 ,−→𝑣 >= 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ + 𝑧𝑧′

Démonstration:
La démonstration est laissée au lecteur.

Exercice:
Soient 𝐴(3;−2; 3), 𝐵(0;−1;−1) et 𝐶 (1; 3; 5). Calculer la longueur 𝐴𝐵 puis <

−−→
𝐴𝐶,

−−→
𝐵𝐶 >.

Définition :
Soit 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R et S une sphère de centre Ω(𝑥Ω; 𝑦Ω; 𝑧Ω) et de rayon 𝑅 ∈ R.
On a 𝑀 (𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ S ⇐⇒ (𝑥 − 𝑥Ω)2 + (𝑦 − 𝑦Ω)2 + (𝑧 − 𝑧Ω)2 = 𝑅2

3.2 Equation paramètrique d’une droite

Propriété:

Soit un repère orthonormé (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,
−→
𝑘 ) et 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴) un point appartenant à la droite 𝑑 de vecteur directeur−→𝑢 =

©­«
𝑎

𝑏

𝑐

ª®¬.

𝑀 (𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ 𝑑 ⇐⇒ ∃𝑡 ∈ R,


𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥𝐴
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦𝐴
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧𝐴

Démonstration:
𝑀 ∈ 𝑑 ⇐⇒ −−→

𝐴𝑀 et −→𝑢 sont colinéaries ⇐⇒ ∃𝑡 ∈ R,
−−→
𝐴𝑀 = 𝑡−→𝑢 .

D’où le résultat.
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Définition:
Le système précédent est une représentation paramétrique de la droite 𝑑.

•! Remarque

Il existe une infinité de représentation paramétrique d’une droite.

Exercice:
Soient (𝑂,

−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,
−→
𝑘 ) un repère orthonormé et 𝐴(1;−2; 3) et 𝐵(0; 0; 1).

1. Déterminer une équation paramétrique de la droite (𝐴𝐵).
2. Les points 𝐶 (−3; 6;−5) et 𝐷 (2;−5; 5) appartiennent-ils à cette droite ?

3.3 Equation cartésienne d’un plan

Propriété:
Soit −→𝑛 un vecteur et 𝐴 un point de l’espace.

• L’ensemble des points 𝑀 tels que <
−−→
𝐴𝑀,−→𝑛 >= 0 est le plan de vecteur normal −→𝑛 .

• Un plan P de vecteur normal −→𝑛 =
©­«
𝑎

𝑏

𝑐

ª®¬ a une équation de la forme 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0.

Démonstration:
La démonstration est laissée au lecteur, elle repose sur le même principe que l’équation cartésienne d’une droite dans le plan.

•! Remarque

En pratique, on détermine la valeur de 𝑑 en utilisant l’appartenance d’un point au plan P.

Propriété:

Deux plans P et P′ de vecteurs normaux −→𝑛 et
−→
𝑛′ sont orthogonaux lorsque −→𝑛 et

−→
𝑛′ sont orthogonaux.
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•! Remarque

Deux plans P et P′ de vecteurs normaux −→𝑛 et
−→
𝑛′ sont parallèles lorsque −→𝑛 et

−→
𝑛′ sont colinéaires.

Exercice:
Soit 𝐴(1;−5; 7) et P : −2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0.

1. Déterminer une équation cartésienne du plan P′ tel que le projeté orthogonal de l’origine 𝑂 sur P′ soit 𝐴.
2. Montrer que les plans P et P′ sont perpendiculaires.

4 Projection orthogonale

4.1 Projection orthogoanle d’un point sur un plan ou sur une droite

Définition:
Soit P un plan et 𝑀 un point de l’espace.
Le projeté orthogonal de 𝑀 sur P est le point 𝑀 ′ intersection de P et de la droite Δ passant par 𝑀 perpendiculaire à P.

Définition:
Soit D une droite et 𝑀 un point de l’espace.
Le projeté orthogonal de 𝑀 sur D est le point 𝑀 ′ intersection de D et du plan P perpendiculaire à D.

•! Remarque

Un point est uniquement déterminé par un vecteur normal et un point de l’espace.

Exercice:
Soit P : 3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 2 = 0. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point 𝐴(5; 1; 3) sur P.
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4.2 Distance d’un point à un plan ou une droite

Définition:
Soit P un plan et 𝐴 un point de l’espace.
La distance de 𝐴 à P, notée 𝑑 (𝐴,P), est la plus petite longueur 𝐴𝑀 où 𝑀 ∈ P.

Définition:
Soit D une droite et 𝐴 un point de l’espace.
La distance de 𝐴 à D, notée 𝑑 (𝐴,D), est la plus petite longueur 𝐴𝑀 où 𝑀 ∈ D.

Propriété:

• Si on note 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐴 sur P, on a 𝑑 (𝐴,P) = 𝐴𝐻.
• Si on note 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐴 sur D, on a 𝑑 (𝐴,D) = 𝐴𝐻.

Démonstration:
La démonstration est laissée au lecteur.

Exercice:
Soient 𝐴(−1; 2; 0), 𝐵(1; 2; 4) et 𝐶 (−1; 1; 1).

1. a. Démontrer que les points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 ne sont pas alignés.
b. Calculer <

−−→
𝐴𝐵,

−−→
𝐴𝐶 >.

c. En déduire la mesure de l’angle �𝐵𝐴𝐶.

2. Soit −→𝑛 =
©­«

2
−1
−1

ª®¬
a. Démontrer que −→𝑛 est un vecteur normal au plan (𝐴𝐵𝐶).
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (𝐴𝐵𝐶).

3. Soient P1 : 3𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 3 = 0 et P2 le plan passant par 𝑂 et parallèle au plan 𝑥 − 2𝑧 + 6 = 0.

a. Démontrer que le plan P2 a pour équation 𝑥 = 2𝑧.
b. Démontrer que les plans P1 et P2 sont sécants.

c. Soit D la droite dont une représentation paramétrique est donnée par :

𝑥 = 2𝑡
𝑦 = −4𝑡 − 3
𝑧 = 𝑡

Démontrer que D est l’intersection des plans P1 et P2.

4. Démontrer que la droite D coupe le plan (𝐴𝐵𝐶) en un point 𝐼 dont on déterminera les coordonnées.
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5 Exercice bilan

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.

1. On considère les points 𝐴(−1; 0; 5) et 𝐵(3; 2;−1).
Affirmation 1: Une représentation paramétrique de la droite (𝐴𝐵) est :

𝑥 = 3 − 2𝑡
𝑦 = 2 − 𝑡

𝑧 = −1 + 3𝑡

Affirmation 2: Le vecteur −→𝑛 =
©­«

5
−2
1

ª®¬ est normal au plan (𝑂𝐴𝐵).

2. On considère :

• La droite 𝑑 de représentation paramétrique

𝑥 = 15 + 𝑘

𝑦 = 8 − 𝑘

𝑧 = −6 + 2𝑘

• La droite 𝑑′ de représentation paramétrique

𝑥 = 1 + 4𝑠
𝑦 = 2 + 4𝑠
𝑧 = 1 − 6𝑠

Affirmation 3: Les droites 𝑑 et 𝑑′ ne sont pas coplanaires.
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