Chapitre 10 : Calcul intégral
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Contenu

Définition de I’intégrale d’une fonction continue positive définie sur un segment [a, b], comme aire sous la courbe
b

représentative de f. Notation / f(x)dx
a

X
e Théoreme : si f est une fonction continue positive sur [a, b], alors la fonction F,, définie sur [a, b] par F,(x) = f f(0)dt
a

est la primitive de f qui s’annule en a.
b

* Sous les hypotheses du théoreme, relation f f(x)dx = F(b) — F(a) ou F est une primitive quelconque de f. Notation
a

b
[F(x)]a
* Théoreéme : toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.
b

» Définition par les primitives de f f(#)dt lorsque f est une fonction continue de signe quelconque sur un intervalle
a
contenant a et b.

 Linéarité, positivité et intégration des inégalités. Relation de Chasles.
* Valeur moyenne d’une fonction.
* Intégration par parties.



1 Intégrale d’une fonction

1.1 Définition

Définition:
On appelle intégrale de f sur [ a ; b | le nombre réel F(b) — F(a) ou F est une primitive quelconque de f sur /. Il est
noté

b
/'ﬂnw=ﬂm—ﬂm=wum

! Remarque

La variable x est dite muette, elle n’intervient pas dans le résultat. On peut donc utiliser n’importe quelle lettre.
b b b
[ o= [ rwa= [ s

Exercice:

3
Calculer I’intégrale / x dx.
2

1.2 Interprétation graphique : calcul d’aire
1.2.1 Aire d’une fonction positive
Définition:

b
Si f est une fonction positive sur [ @ ; b |, alors / f(x) dx est égal a I’aire du domaine compris entre la courbe de f,
a

I’axe des abcsisses et les droites d’équations x = a et x = b exprimée en unité d’aire.

Exercice:

Calculer I’aire du domaine compris entre la courbe d’équation

1 : . L 1
y = —, I’axe des abcsisses, et les droites d’équations x = 3
X

N 2 i d g
et x = 4 dans un repere orthonormé (O, i , j ) d’unité
graphique 1 cm.
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1.2.2 Aire d’une fonction négative

Définition:
b
Si f est une fonction négative sur [ a ; b ], alors / f(x) dx est égal a ’opposée de I’aire du domaine compris entre la

a
courbe de f, I’axe des abcsisses et les droites d’équations x = a et x = b exprimée en unité d’aire.
Exercice:
Calculer I’aire du domaine compris entre la courbe d’équation

3 2 A
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N £ TN Jriies
x = 0etx =9 dans un repére orthonormé (O, i , j )d’unité

graphlque 1cm i
. 50000000000000000000000000000000000000000050000000507)
$00000000000000000000000000000000000000000000000800007
0000000000000000000000000000000000000000000000000707
00800000000000000000000000000000000000000000000007
A A e e sy
A AT A A AT AT
AR AR AR AR A A
50000000000000000000000000000000000000008077
0000000000 00000000000000000000000000000007
000000000000000000000000000000000500000007
100000000000000000000000000000000000007
0000000000000000000000000000000000000
AT T Y AN Y,
500000000000000700000050000000070
S0h0000000000000000005000000007
000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000007
0000000000000000000000000
0000000000000000000000000
Ny
J000000000000000000
0000000000007
020000
7

1.2.3 Aire d’une fonction quelconque : découpage d’aire

Pour calculer I’aire d’un domaine définie par une fonction changeant de signe, il faut découper I’intervalle en plusieurs
intervalles sur lesquels la fonction est de signe constant.

Exercice:

Calculer I’aire du domaine compris entre la courbe d’équation

y = x2 — x — 2, I’axe des abcsisses, et les droites d’équations

N . - 2
x = —1 et x = 3 dans un repere orthonormé (O, i , j )
d’unité graphique 1 cm. \ /
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2 Propriétés de ’intégrale

2.1 Relation de Chasles

Propriété: Relation de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle / C R. Pour tous a,b,c € I ona:

jf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dx
a a b

Démonstration:

< b c
/ f(x)dx =F(c)—F(a) =F(c) - F(b)+ F(b) - F(a) = / f(x)dx + / f(x)dx
a a b

Exercice:
x six e [-2;1]

Soit f définie pour tout x € [—2;4] par { 1

4
L xeqta Calculer/ f(x)dx.
X -2

2.2 Linéarité

Proposition:
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle / C Ret @ € R.

jf(x)+g(x)dx=jf(x)dx+fg(x)dx et faf(x)dx=ajf(x)dx

Démonstration:

b

b b
/ f(xX)+gx)dx =(F+G)(b) — (F+G)(a) =F(b)—F(a)+G(b) —G(a) = / S (x)dx + / g(x)dx

a

Exercice:
3

3

3

Soit f une fonction telle que / f(x)dx = 2. Calculer / 3 f(x) +xdx.
1 1



2.3 Inégalités

Propriété:
b

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] alors on a / f(x)dx =0

a

Démonstration:
Soit F une primitive de f sur [a;b]. On a que F/ = f > 0. F est donc croissante sur [a;b] et donc on a en particulier
F(a) £ F(b) < F(b)— F(a) = 0.D’ou le résultat.

Corollaire:

b b
Soit f, g deux fonctions continues sur [a; b]. Si pour tout x € [a; b], f(x) < g(x). Alors on a / f(x)dx < / g(x)dx.
a a

Démonstration:
On pose la fonction & = g — f et on conclut d’apres la propriété précédente.

8
s/ & g
1+x
0

Exercice:

Démontrer que

O | oo

2.4 Valeur moyenne

Définition:
Soit f une fonction continue sur I’intervalle [a; b] non trivial. On appelle valeur moyenne de f la quantité :

b
1
My = m/f(x)dx

Exercice:
Calculer la valeur moyenne de f : x — (2 —x)(x — 1) sur [-1;0].



3 Intégration par partie

Propriété:
Soit u, v deux fonctions dérivables de dérivées continues sur [a; b].

b b
/u(x)v'(x)dx= [u(x)v(x)]z —/u'(x)v(x)

Démonstration:

b b

b
Vx € [a;b], (uv) (x) =u' (x)v(x) +u(x)'(x) = /(uv)'(x)dx = / u’ (x)v(x)dx +/ u(x)v'(x)dx d’ou le résultat

a a

Exemple:

1
On désire calculer I'intégrale I = / xe” dx.
0

wx)=e* .,  fulx)=e*
. Onpose{v(x)zx dou{v’(x)zl'
1

1
-Donc:/ xexdxz[xex](l)—/ exdxz(lel—Oeo)—[ex](l)ze—e+1=1.
0 0

4 Exercice bilan

. x . P ..
Soit f 1 x > — la fonction définie et dérivable sur [0; +oo.
e

On admet que f est positive sur [0, +oo[. On note C la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal du
plan.

Soit (1,,) la suite définie pour toutn € N, [, = / f(x)dx.
0

1. Montrer que la suite (/) est croissante.

X
2. On admet que pour tout x € [0; +oo[,e* —x > %.

n
a. Montrer que, pour tout entier n, I, < / 2xe rdx.
0

b. Soit H : x — (—x — 1)e™ définie sur [0; +co[. Déterminer la fonction H’.
c. En déduire que, pour tout entier n, I, < 2.

3. Montrer que la suite (/,,) est convergente. On ne demande pas la valeur de sa limite.
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