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Orthogonalité et distance dans ’espace

1 Orthogonalité et distance dans ’espace

1.1 Compétences Attendues

e Utiliser le produit scalaire pour démontrer une orthogonalité, pour calculer un
angle, une longueur dans l’espace.

e Utiliser la projection orthogonale pour déterminer la distance d’un point a une
droite ou a un plan.

e Résoudre des problemes impliquant des grandeurs et mesures :
aire, volume.

longueur, angle,

e Etudier des problemes de configuration dans l’espace : orthogonalité de deux
droites, d’'une droite et d’un plan ; lieux géométriques simples, par exemple plan
médiateur de deux points.

e Déterminer une représentation paramétrique d’une droite. Reconnaitre une

droite donnée par une représentation paramétrique.

e Déterminer I’équation cartésienne d’un plan dont on connait un vecteur normal
et un point. Reconnaitre un plan donné par une équation cartésienne et préciser
un vecteur normal a ce plan.

e Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur un plan donné
par une équation cartésienne, ou sur une droite donnée par un point et un vecteur
directeur.

e Dans un cadre géométrique repéré, traduire par un systeme d’équations linéaires
des problemes de types suivants : décider si trois vecteurs forment une base,
déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base, étudier une configuration
dans Vespace (alignement, colinéarité, parallélisme, coplanarité, intersection et
orthogonalité de droites ou de plans), etc. Dans des cas simples, résoudre le
systeme obtenu et interpréter géométriquement les solutions.

1.2 Exercices

Exercice 1:
On donne trois points A, B et C' de I'espace. Dans chaque cas, calculer
< AB,AC >

1. A(1;3;-5), B(2;6;0) et C(—4;1;-1)

2 1 4 1
2. A(2;0,-2), B(=:0:= [0y -2
(310, )7 (2707?)) etC(0,0, 7>

3. A(6;V/2; —V/7), B(2;3v/2;0) et C(—5; —2v/2; —/7)

4. A(V5;1;0), B(2; —2v/2;0) et C(—1; —/10;v/2)

Exercice2_:>

Soit (0, i, j, k), dans chaque cas, calculer < U,V >
1. @ =27 -37-Tket o =47+ 7 -3k

9. W=di et T =—6i+]—F

3. U= —TKetT=—8/27-F

Exercice 3:
SABCD est une pyramide telle que la base ABCD est un carré de centre O et de
coté 4 em, SA =SB =S5C = 5D =6 cm et I est le milieu de [CB].

1. Faire un schéma.
2. Calculer

(a) <l¥,3?>
(b) <B—§,§5>

(c) <S@,S?>

(d) < O4,0C >

(e) <ﬁ737>
() <S7,(ﬁ>

Exercice 4:

PRISME est un prisme droite dont
toutes les arétes sont de longueurs a. J
est le milieu de [IE]. Calculer les produits
scalaires suivants en fonction de a.

1. < SE.SI >
2. < PS, SR >

3. < SE,SM >

4. < PJ,Pl>
5. <STI>,§>
6. < M, ES >

Exercice 5: RN NN
Soit un repere orthonormé (O, i, j, k) et U =-5i + j-
Dans chaque cas, déterminer, si elles existent, les valeurs des nombres réels x et y

telles que U et ¥ soient orthogonaux.
V2 T
3. ¥ = <5ﬁ> 4. v = (v
z 9

) [0
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Exercice 6:
A(2;1;0), B(=3;0;2), C(—1;0;3), D(0;1;1) et F(1;—8;—1) sont des points de
I’espace.

1. Montrer que les points A, B et C définissent un plan.
2. Montrer que (ED) est orthogonale & (ABC).

Exercice T:
A(0;1; 1), B(3;—-2;0) et C(3;—2;2) sont des points de l’espace.

1. Montrer que les points A, B et C définissent un plan.
2. Déterminer les coordonnées d’un vecteur normal 7 au plan (ABC).

Exercice 8:
ABCD est un tétraedre régulier d’aréte a.

1. Calculer les produits scalaires < 1@, @ > et < 1@, zﬁ >.
2. En déduire < AB,CD >.

3. Que peut-on conclure sur les droites (AB) et (CD)?

2
—15) et C (—25;0;

1. Déterminer la nature du triangle ABC.

Exercice 9:

1
A (2; —10; ), B (—2; - —1) sont des points de I’espace.

2

2. Calculer les coordonnées du point I, milieu de [BA].
3. Calculer laire du triangle ABC.

Exercice 10:
M(1;1;1), N(1;—2;2) et P(2;0; —2) sont des points de 1’espace.

1. Montrer que le triangle M N P est rectangle.
2. Calculer 'aire de ce triangle.

3. Calculer la distance du point M & la droite (N P).

Exercice 11:

ABCDEFGH est un cube

1 em.

d’aréte

1. Déterminer la nature du triangle
BDE.

2. En déduire les coordonnées du pro-
jeté orthogonal du point B sur
la droite (DFE) dans le repere or-

thonormé (A, E, Iﬁ, E)

3. Calculer la distance du point B a la
droite (DE).

Exercice 12: -
Soit un repere orthonormé (O, 4 ).
Dans chaque cas, déterminer, si elles existent, les valeurs de x € R telles que U et W

soient orthogonaux.
k k+1
27:(2>m7=<k>
1 2

k 2
L= ()= (5)
k-1 k

Exercice 13:

- =
7j7k

%
Soit le repere orthonormé (0,7,7, k), les points A(1;2;1) et B(4;6;3) et les
—2 0
vecteurs W = 1 | et ¥ = | -1
1 2

1. Démontrer que le point A et les vecteurs @ et v définissent bien un plan.

2. Démontrer que zﬁ est un vecteur normal a ce plan.

Exercice 14:
Soit le repere orthonormé (O,
et D(—8;2;—-3).

?,7,?) et les points A(1;2;1), B(4;6;3), C(0;3;1)

1. Démontrer que les points A, B et C définissent bien un plan.

2. Démontrer que E est un vecteur normal a ce plan.
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Exercice 15:

On considere deux cubes, disposés E H I
comme dans la figure associée. M |
est le milieu de [FG]. On souhaite :
démontrer que (AK) est orthogonale au F :

|
]

plan (MHC).

ey
1. Démontrer que < AK,CM >= AL - _iD___
< BK,CM >, puis en déduire la s, s
valeur de ce produit scalaire. ‘ ’

--2) ]

2. En jgivant cette méthode, calculer
< AK,HM >. Conclure.

Exercice 16:

On considére un cube ABCDEFGH E ,f
d’aréte 1. On a I et J tels que

ﬁ:;ﬁetﬁzéﬁ.

H

I

|

1. Démontrer que (GJ) est perpendicu- :
laire & (I H). F I G

|

|

|

2. Démontrer que (GJ) est orthogonale
a (HD).

3. En déduire que (GJ) est orthogonale
a (ID). o

4. Démontrer que le point d’intersection s
entre le plan (I HD) et la droite (G.J) L

4.7 B C

13713’

dans le repere (A, E, A ,E)

a pour coordonnées

Exercice 17:

Un ébéniste construit un coffre a jouets dont la forme est un parallélépipede rectangle
ABCDEFGH. I et J sont les milieux respectifs de [BC] et de [AD], AB = 8 dm et
AE = AD =3 dm. L et K sont deux points des arétes respectives [EH] et [F'G] tels
que EL =FK =25 dm.

Figure 1 : Coffre fermeé

Figure 2 : Coffre ouvert

H
D~ 1
/1 c[/
) [
~E
A B

Le coffre s’ouvre suivant la charniére [I.J]. Pour le fabrique, on doit connaitre CIK.

On se place dans le repere (A, é/@, éﬁ, ;ﬁ)

1. Justifier que ce repere est orthonormé.

2. Donner, sans justifier, les coordonnées de F' et H.
—

3. (a) Calculer les coordonnées de IC et IR,

—
(b) Calculer le produit scalaire < I’g, IK >.

(¢) En déduire une valeur approchée de CIK.

Exercice 18:
Dans chaque cas, déterminer une équation cartésienne du plan passant par A et de
vecteur normal 77.

1 L5 3
1 AG3;2:1) et W = | —2 3. A(?;;—) et W =0
36
5 5
-1 0
121 1
2. A(0;4;-5) et =13 4. A(;;—) et W=\ 3
1 77 3 Sy

Exercice 19:
Dans chaque cas, déterminer un vecteur normal et un point appartenant au plan P;
défini par une équation cartésienne.

1 1 1
1. Pr:Te4+4y+2+4+21=0 4 .= o
Pttt 3= g
2. Py:—13x+3y+52—15=0 5. Ps:x=2y—5
5 3 4 —r—7
3. P3:-x— 2 ==0 6. Ps:y=
3 gt TRVt Y 6y 5
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Exercice 20:

Soient A, B et C trois points et 77 un vecteur de espace. Dans chaque cas, justifier
que les points A, B et C ne sont pas alignés, puis vérifier que 7 est normal au plan
(ABC) et en déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

-2

1. A(1;—-3;3), B(5;—1;9), C(=5;1;11) et W = [ —17
7

4

2. A(—4;0;—4), B(6;4;—8), C(4;—2;—6) et 7 = | 3

13

Exercice 21:
Etudier la position relative des plans P; et Ps puis déterminer, si possible, un point
et un vecteur directeur de la droite d’intersection des plans P; et Ps.

1. Pr:2x4+2—13=0etPy:x—3y—224+6=0
2. Pr:x4+y+z2z=0etPe:2x4+y—32+3=0
3. Pr:y+3z—1=0et Pe:2x4+3y+2+1=0

Exercice 22:
Dans chaque cas, déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB) et
vérifier que le point C' appartient & la droite (AB).

1. A(8;3;4), B(6;4;3) et C(—2;8;—1)

1
2. A(—3;4;-1), B(—1;-2;5) et C (—3;—4; 7)
2 5 35 1 48 1
A9 2.2 _2.v 2.2, 4
3 (2’3’ 4>’B< 7’6’8>et0(7’3’ >

4. A(V2;—1;-3), B(2;3;V2) et C(2v/2;3 + 4v/2;2 + 4V/2)

Exercice 23:
On consideére les droites d et d’ définies par leurs représentation paramétriques :

r = —1-—-2t r = T+t
d: <y = 444 etd:{ y = 8+3t
z = —4-—05t z = —18—6t

1. Démontrer que d et d’ ne sont pas paralleles.

—-1-2t = 7T+t
2. Résoudre le systeme : 4+4t = 8+ 3t
—4 -5t = —18—6t

3. En déduire que les droites d et d’ sont sécantes en un point dont un précisera les
coordonnées.

Exercice 24:
Démontrer que les droites d et d’ définies ci-dessous ne sont pas coplanaires :

r = 4-—3t rx = —1242t
d:{ y = -3+t etd:{ y = 4t
z = 142t z = 94 3t

Exercice 25:
Dans chaque cas, déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point
A sur la droite d.

r = 942t
1. A(2;-1;-3)etd: ¢ vy = 2—t

z = 4+t

r = 13-3t
2. A6;11;=T)etd: ¢ vy = —3+2¢

z = 17—4t

r = -3+t

11 _

3.A<2;3;3> etd:¢ Y = 28+t

z = *§+4t

Exercice 26:
Dans chaque cas, déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point
A sur le plan P.

1. A(=24;-3) et P: 3z +y+42z — 116 =0
2. A(29;—10;7) et P:bx —3y+224+77=0

4 37 11 184

Exercice 27:
On considere le cube ABCDEFGH de coté 1. L’espace est muni d’un repere

(D,ﬁ,m,ﬁ). Soit M un point du segment [HG]. On note m € [0;1] tel que
HM = mHC.

1
1. Montrer que, pour tout m € [0;1], le volume du tétraedre EMF D est égal & 5

unités de volume.

2. Montrer que le plan (M F D) admet pour équation cartésienne (m—1)x+y—mz =
0.
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3. On note K le projeté orthogonal du point E sur (M FD).

(a) Déterminer les coordonnées de K en fonction de m.
1

VomZ —2m + 2

(c¢) Déterminer la position du point M sur le segement [HG] pour laquelle la
longueur EFK est maximale.

(b) En déduire que EK =

(d) En déduire que lorsque la distance EK est maximale, le point K est le
projeté orthogonal du point E sur la droite (DF).

Exercice 28:
On considere les plans P et £ d’équations respectives:

e Pizx4+y+2z=0 ‘ e L:2x+3y+2—4=0

1. Montrer que les plans P et £ sont sécants en une droite d dont on donnera une
représentation paramétrique.

2. Soit A € R. On considere le plan :
Pr:(1=MNx+y+2z)+A2x+3y+2z—4)=0.
Démontrer que, quel que soit A, la droite d appartient au plan P).

3. Déterminer les coordonnées d’un vecteur 77 non nul et normal au plan Pj.
4. Déterminer un nombre réel A, s’il existe, pour lequel :

(a) Le plan Py est parallele au plan P.
(b) Les plans P et Py sont perpendiculaires.

5. Pour tout A, déterminer une représentation paramétrique de la droite d) incluse
dans le plan Py, passant par le point A(—4;4;0) et perpendiculaire & la droite d.

1.3 Algorithmes et Python

Exercice 29:

Ecrire une fonction norme en Python qui prend en argument trois réeels x, y et z et
x

qui renvoie la norme de @ = | y
z

Exercice 30:
Ecrire une fonction en Python qui renvoie la distance entre deux points.

Exercice 31:
Ecrire une fonction orthogonaux en Python qui prend en argument deux listes

représentant deux vecteurs de ’espace pour qu’elle renvoie True si les deux vecteurs
sont orthogonaux et False s’ils ne le sont pas.

Exercice 32:

Ecrire une fonction repere en Python qui prend en argument trois listes représentant
trois vecteurs de I'espace pour qu’elle renvoie True si les trois vecteurs sont orthogo-
naux deux a deux et False s’ils ne le sont pas.

Exercice 33:

Ecrire une fonction sphere en Python qui prend un argument :

e Une liste représentant les coordonnées d’un point A de ’espace.
e Une liste de 3 listes représentant chacune les coordonnées d’un point de 1’espace.

Cette fonction doit renvoyer True si les trois points donnés dans le deuxieme
parametre sont sur une méme sphere de centre A. Elle doit renvoyer False dans
le cas contraire.

1.4 Approfondissements

Exercice 34:

Une papeterie réalise un presse-papier en bois. L’objet est composé d'un tétraedre
SELM posé sur un cube ABCDEFGH de 6 cm d’aréte, surmonté d’une sphere de
centre S et de diametre r cm, ou r € R.

£S5

|
['E\ M
[iE H
===y i G|,
PA 1 b
B C

2
L est le point tel que ﬁ = gﬁ M est le point d’intersection du plan (BDL)
et de la droite (EH) et S est le point d’intersection des droites (BL) et (AE). On

1 1 1
munit ’espace du repere orthonormé <A, 61@, éﬁ’ 6@)
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1. (a) Montrer que les coordonnées des points M et S sont respectivement (0; 2;6)
et (0;0;9).
(b) Quel doit étre le rayon de la spheére pour qu’elle soit tangente a la face
EFGH du cube ?
Une sphere est tangente a un plan si la distance du centre de la sphere au
plan est égale a son rayon.

(c) Déterminer les nombres réels r pour que la sphére n’intersecte pas le cube.

2. (a) Démontrer que (LM) et (BD) sont paralléles.

(b) La mesure de 'angle SLE doit étre comprise entre 55° et 60°. Cette con-
trainte est-elle vérifiée 7

3. On sculpte ce presse papier dans du bois de masse volumique 1490 kg/m?>.
Chaque tronc a une forme cylindrique d’environ 3 m de longueur et 10 ¢m de
rayon et est vendu 150 euros. Quels sont la masse et le prix de revient d’un seul
presse papier ?

Exercice 35:

1. On consideére la sphere S de centre Q(1; —2;3) et de rayon 6 unités, ainsi que la
4
droit d passant par A(13;4;11) et de vecteur directeur =1
3

(a) Déterminer une équation de la sphére S et une représentation paramétrique
de la droite d de parametre t.

(b) Si on suppose que la sphere S et la droite d ont un point en commun, alors
quelle équation (E) doit vérifier les parametre ¢ ?

(¢) Résoudre I’équation (E) et conclure sur les coordonnées des éventuels points
d’intersection de la sphere S et de la droite d.

2. Déterminer les coordonnées des éventuels points d’intersection de la sphére S,
de centre Q et de rayon r, et de la droite d passant par le point A et de vecteur
directeur .

-1
(a) Q(=5;2;1),r =9, A(—2;8;1) et W = | 1
2
—4
(b) U(—4;-2;5),r =10,A(-7;2;—T) et U = [ -2
1

Exercice 36:

On considere la sphere S de centre (—3;—1;1) et de rayon 9 unités et la plan
P;2x 4+ Ty + 4z — 60 = 0. Déterminer la nature de l'intersection de la sphere S et du
plan P. On précisera les éléments caractéristiques de cette intersection.




