Chapitre 4 : Fonction logarithme
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Contenu

» Définition du logarithme népérien de a pour a > 0 comme unique solution de 1I’équation e* = a ; notation In.

* Sens de variation. a

* Propriétés algébriques : In(ab) = In(a) + In(d), In (Z) = In(a) — In(b) et In(a*) = x1n(a) pour n entier, x réel, a et b
réels strictement positifs.

e Lien avec le logarithme décimal.

* Courbe représentative.

* Limites en 0 et +oco.



1 Logarithme népérien

Définition:
Soit a € R}, on appelle logarithme népérien de a I’unique solution de 1’équation e* = a,x € R. Autrement dit on a:

e*=a < x=1In(a)

-

Remarque

* Onaln(l) =0etln(e) = 1.

On notera In x au lieu de In(x) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités.
Le logarithme népérien d’un nombre réel nul ou négatif n’existe pas

Propriété :

e Soitx > 0, ™) = x,
e Soitx € R, In(e*) = x

Exemple:
o G =5 e In(e %) =-0,1 ¢ In(+/e) =In(e*) = 0,5
Exercice:

Résoudre sur R I’équation ¢3¥*2 = 5

2 Etude de la fonction logarithme

2.1 Définition

Définition:

On appelle fonction logarithme népérien la fonction de R} dans R définie par In : x — In(x).

! Remarque

Dans le tronc commun, nous avons étudier la fonction logarithme décimal qui a un lien tres étroit avec la fonction logarithme
népérien. En effet, on a pour tout réel x strictement positif :

In(x)
In(10)

log(x) =



2.2 Dérivation

Propriété:

1
La fonction logarithme est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x > 0, In’(x) = —.
X

Exercice:
Déterminer sur R} 1’expression de la dérivée de la fonction f : x +— x In(x).

2.3 Limites et variations

Propriété:

* La fonction logarithme est strictement croissante sur R}.
* On adeplus:
— lim In(x) = —o0
x—07*

— lim In(x) = 400
X—+00

Exercice:
Etudier les variations sur [0; +oo[ de la fonction f : x +— x In(x).



3 Relation fonctionnelle

Propriété:
Soienta, b € R} etn € Z:

* In(axb) = In(a)+In(b) e In (1) = —In(a)
a

! Remarque

Cette propriété se généralise pour plusieurs facteurs.

Exercice:
Simplifier les expressions suivantes :

« A =1n(1000) — In(0, 1) +In(0,01)

Propriété:
Soita, b € R}:

e a=b < In(a) =1n(b)

Exercice:

. ln(%) —In(a) —In(b)  * In(a") =nln(a)

* B=1n(32) - 71n(2) + In (é)

* a<b < In(a) <In(b)

Résoudre les équations et les inéquations suivantes pour tout x € R.

e In(x) =6
o In(x*) < 3In(x?)

4 Croissances comparées

Théoreme: Croissances comparées
Soitn € N*, ona:

e lim x"In(x) =0
x—0*

! Remarque

* In(x?) —1In(2) =0
e In(1+5x)-6<0

In(x) _

Xx—+4o0 xN

Le théoreme précédent signifie que la croissance de x — x" est plus rapide que x — In(x).



5 Exercice bilan

1. Résoudre I’équation 148 — 101In(x) = 136 — 7,5 In(x).
2. Simplifier I’expression 3 In(2x) — In(8).
3. Résoudre I’équation 480e~ 35" +20 = 280.
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