Chapitre 6 : Nombres complexes (forme
exponentielle)



Table des matieres

I s G T

|| N Forme algebrique| ........ ...
(2 Conjuge dun NOMBIE COMPIERE) - - ... veeeee e e e e
(3 Module dUn NOMBIE COMPIEXE]. - - -+« o+ e eeee e e e
T4 Argument d'Un NOMBIE COMPIERE] . . .+ v vee e e e
(5 FOrME WEOMOMBIIGUE - -~ -~ e e oe e ee e oo

E Forme exponentielle d'un nombre complIexe]. . . .. ........ouniuiie it
21 DEANILION . . - . - e e
2.2 ProPIICtes. . . o o
.....................................................................
72 Formules de QUpCAION] . ...+ oovveee oo ee e
B3 Tormules de INEATTSALOM . . . -« .« .ottt et e et e e e e e e e e e e
|2 Expression complexe de transformations]. . . ... ..cvuuur ettt e e
B EXEICICEDIIANI - - v vt vttt ettt et et e
Contenu

+ Exponentielle complexe : e!? = cos(6) + i sin(h) ;

« Ecriture d’un nombre complexe non nul sous la forme ret? avecr > 0 ;

» Formules d’addition et de duplication des sinus et des cosinus.

« Linéarisation de cos?(6) et de sin®(6), application aux calculs de primitives ;
» Expression complexe des translations, rotations et homothéties.
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1 Rappels

1.1 Forme algébrique

Définition:
On appelle forme algébrique d’un nombre complexe z I’écriture z = a + ib avec a, b deux réels.

Exemple:
e z1=4+5i o zp=-2i e 73=-4

1.2 Conjugé d’un nombre complexe

Définition:
Soit z = a + ib un nombre complexe, on appelle conjugué de z, noté z, le nombre complexe 7 = a — ib.

Exemple:

1 1
Le conjugué de z; = e diestz] = 3 +3i.

1.3 Module d’un nombre complexe

Définition:
Soit z = a + ib. On appelle module de z, noté |z|, le nombre |z| = Va? + b2.

Exemple:
e 3+4i|=V32+42=25=5 e |=3]=4/(-3)2+02=3 o | =2 =+/02+(-2)2=2

1.4 Argument d’un nombre complexe

Définition:
Si z = a + ib est un nombre complexe non nul, un argument de z est un nombre réel, noté arg(z) ou 6, tel que:
a . b
cos(f) = — et sin(f) = —

2] |z

Exemple:



* arg(3i) = g carg(-1) =n * arg(2) =0

1.5 Forme trigonométrique

Définition:

Soit z un nombre complexe non nul dont on note le module |z| et un argument 6, une écriture trigonométrique de z est
une écriture de la forme :

z = |z| X (cos(0) +isin(H))

Exercice :

+ Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe z; = V3 — .

e Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z, = 4 (cos (Z) + i sin ( E))

2 Forme exponentielle d’un nombre complexe

2.1 Définition

Définition:
Pour tout réel 6 on a e’? = cos(6) + i sin(6).

Exemple:

N

= cos (% +isin (g) =i

o ¢0 = cos(0) +isin(0) = 1
oi

Définition:
Tout nombre complexe z de module r et d’argument @ s’écrit sous sa forme exponentielle z = re'?.
Exercice:
1. Ecrire les nombres complexes suivants sous leur forme exponentielle.
a. z;=-2i b. z2=-3 c.z3=V3-3i

2. Ecrire les nombres complexes suivants sous leur forme algébrique.

i

oy

;T
a. 4=e b. z5 =4e's



2.2 Propriétés

Propriété:
Soient 9 et 6’ deux réels :

. o) . ’ i0 — -
o 0ol — pi(6+6") L £i(0-0") o ol — =10
o — it el? {0\ _ in6
o0 € s ()" =¢
Exercice:

1. Déterminer la forme exponentielle de z = 1 +iV3.
2. En déduire la forme exponentielle des nombres suivants :

a. iz b. iz 2i

3 Formules de trigonométrie

3.1 Formules d’addition

Propriété:
Soient a, b deux réels, on a :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

! Remarque
En remplacant b par —b précédemment et on obtient :
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

Exercice:
Soit f : ¢t — V3 cos(3r) + sin(3¢), écrire f(t) sous la forme f(¢) = A cos(3t + ¢) avec A et ¢ a déterminer.

Exercice:

Sn . [5m
Calculer cos (E) et sin (E)



3.2 Formules de duplication

Propriété:
Soit a un réel, on a:
cos(2a) = 2cos’(a) — 1 = 1 — 2sin’(a) = cos>(a) — sin*(a)

sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

Exercice:

T /4
Calcul (—) si (—)
alculer cos g et sin 2

3.3 Formules de linéarisation

Propriété:
Soit a un réel, on a:
+

cos’(a) = cos(2a)

sin?(a) = cos(2a)

= o] =
D= ] —

Exercice:
Déterminer une primitive des fonctions x +— cos?(x) et x > sin®(x).

4 Expression complexe de transformations

Soit un point M d’affixe z associé a un point M’ d’affixe z’ par une transformation du plan rapporté a un repere orthonormé
(0;7%,7). 1 existe alors une fonction f de C dans C telle que f(z) = z’. La fonction f permet d’exprimer Iaffixe z’ de M’
en fonction de I’affixe z de M.

On retrouve les transformations du plan usuelles dans le tableau ci-dessous :

Transformation Définition |Fonction associée
Translation de vecteur % d’affixe b MM =7 f(@)=z+b
Homothétie de centre O de rapporta| OM’ = aO—A}I f(z2) =az
Rotation de centre O d’angle 6 (O_A)/I, OM")=06| f(z) =€

Exercice:
Soient f, g, h définies par :

e fize (1=-D+i)z s gix>z-2i e h:z —€i3z

Reconnaitre la nature des transformations qui sont associées a chaque fonction. On précisera les éléments qui caractérisent ces
transformations.



5 Exercice bilan

1. Déterminer la forme exponentielle de z = —V3 —i.

3 1
2. Soit f(1) = g cos (gt) -3 sin (gt) Déterminer A et ¢ tels que f(f) = A cos (gt + ¢).
3. Exprimer cos*(¢) en fonction de cos(2¢) et cos(4¢).
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