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1 Recasages

e 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de
groupes quotients. Applications.

e 104 : Groupes finis. Exemples et applications.

e 105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
e 108 : Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
e 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.

2 Développement

Théoréme :

Sin # 6, les automorphismes de S,, sont intérieurs.

Preuve :

Soit o € S,, d’ordre 2, on dénombre les 6 € S,, telles que o =fhoo.

On a que o est un élément d’ordre 2, ¢’est donc un produit 77 0- - -o7y, de transpositions
& supports disjoints. Pour 8 € S,, on a :

foooft=(@oro00 )o--o(@or 00t
et les § o7; 007! sont des transpositions & supports disjoints car :
Oo(a b)of = (8(a) 6(b))

Or 6 commute avec o si et seulement si § o0 0 0~! = . On a donc ceci uniquement
si @ o7 0@ ! sont les transpositions 7; & permutation pres. (par unicité de la
décomposition en produit de cycles a supports disjoints).

Les candidats 6 sont donc ceux qui induisent une permutation des supports

{a1,b1},...{ag,br} des transpositions respectives 71, ..., Tg.

e Il y a k! manieéres de permuter ces supports.

e Pour chaque permutation, on a 2¥ manieres de définir @ sur {a1,bi,...,ax, by}

car si on envoie {a;,b;} sur {a;,b;} on a:
a; — aj a;
? ] ou K2

— bj
— a5

e Il y a (n—2k)! maniéres de permuter les éléments qui ne sont pas dans le support
des ;.

On a donc que le centralisateur de o est de cardinal 2¢k!(n — 2k)!.

Etape 2 : | On montre que ¢ € Aut(S,,) envoie une transposition sur une transposi-

tion.

L’ensemble des transpositions forme une partie génératrice de S,.
Ainsi, ¢ sera entierement déterminé si 'on connait I'image par ¢ des transpositions.

Si 7 est une transposition, alors ¢(7) est d’ordre 2, donc se décompose en produit de
k transpositions a supports disjoints.

Or on a que le centralisateur de ¢(7) est isomorphe & celui de 7 donc de méme cardinal.
Donc d’apres I’étape 1 on a :

2(n —2)! = 2%k!(n — 2k)!

—_———

k=1
D’ou
k12t = (n—2)...(n -2k +1)
e Sik=2 ona(n—2)(n—3)=4quin’a pas de solution dans N.

o Sik>3,ona<n;k (n—2)...(n—k+1) =21

Ceci n’est possible quesin—k+1=n—-2 — k=3.
-3

Mais alors (' 3 (n—2) =4 = n =6 cas qui est écarté.

On a donc k = 1 donc ¢(7) est une transposition.
Etape 3 :| On montre qu'un automorphisme qui envoie les transpositions sur les

transpositions est intérieur.

e ¢ étant un morphisme, il suffit de montrer qu’il est intérieur sur un ensemble de
générateurs de S,.
On s’intéresse donc & la famille ((1 k)),c o, .,y qui engendre Sy,.

o Il existe alors a; # ag et a # b tels que :
P((1 2)) = (a1 az) et ¢((1 3))=(a b)
(I 2)et (1 3) ne commutent pas donc (a; az2) et (¢ b) non plus. On a donc :

Supp(l 2)NSupp(l 3) ={ai,a2} N{a,b} #0
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On prend alors @ = a; et on note b = az d’ott ¢((1 3)) = (a1 ag3). 4 Reéférences
On a que ay # a3 par injectivité de ¢.
e Cours d’algebre, Perrin

e De méme, (1 4) ne commute ni avec (1 3) ni avec (1 2) d’on
e Oraux X-ENS Algebre 1, F-G-N

Supp(l 2) N Supp(l 3) N Supp(l 4) #0

Si on suppose que (1 4) = (az ag) alors :

o((1 2)(1 3)(1 4)) = (a1 az)(ar a3)(az a3z) = (a1 a3z) =¢((1 3))

D’ou :
1 2)(1 9 9=(1 3

Ce qui est faux.
On a donc a; € Supp(l 4) et a4 # a1,a2,a3 et ¢((1 4)) = (a1 a4).

e On répete argument, on a a; tel que ¢((1 4)) = (a1 a;). On a donc construit

une permutation o : i+ a; telle que o(1 i)o~! = (a1 a;) = ¢((1 1)).

Comme les (1 i) engendrent S,,, on a ¢(z))oxco~! pour tout = € S,,.
Dol ¢ € Int(S,,).

3 Compléments
e 7 transposition = ¢(7) d’ordre 2 car ¢(1) = ¢(r o 1) = Id.
e Stab(7) 2 Stab(¢(7)) car si 6 € Stab(7), on a :

Borob™ =1 — ¢(6)0 (1) 0 d(6)} = $(r) —> 6(6) € Stab(6(r))

e Si Supp(c) N Supp(c’) =0 alors c oo’ =0’ o 0.
En effet :

— Sio(z) =2 =0'(x) alors 0’ o o(x) = 0 0 o’(x).

— Siz € Supp(o) alors = ¢ Supp(c’) d’ott ¢'(x) =z. On a donc: ocoo'(x) =
o(x).
Or o(x) € Supp(o) d’olt o(x) ¢ Supp(o’) d’olt ¢’ 0 o(x) = o(x) = 0 0 o'(x).
On vérifie de méme avec x € Supp(o’).

e S, est engendré par ((1 k));-p<, car (¢ j) = (1 ©)(1 7)(1 4)et ((¢ j)) engendre
Sy -




