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1 Recasages

e 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racines de 'unité. Applica-
tions.
e 120 : Anneaux Z/nZ.

e 121 : Nombres premiers. Applications.

e 123 : Corps finis. Applications.

e 141 : Polyndmes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples
et applications.

2 Développement

Théoréme :

Soit n € N* ¢, le n° polynéme cyclotomique est a coefficients unitaires et
irréductible sur Z.

Preuve :

Etape 1:| On montre que pour tout n € N*| ¢,, € Z[X] est unitaire.

Par récurrence on définit la propriété :
Pr i ¢n € Z[X] est unitaire
e Sin=1,ona¢;(X)=X —1¢€ Z[X] est unitaire.

e Supposons Py vraie pour tout d < n. On a :

X" =1 =¢u(X) [] ¢a(X)

d<n

d|n

—_———

9(X)

On a g(X) € Z(X) unitaire par hypothese de récurrence.
Donc ¢,, est unitaire.
De plus, on effectue la division euclidienne de X™ — 1 par g (car g est unitaire),
d’ou:

X" -1=g(X)P(X)+ R(X) avec P,R € Z[X] et deg(R) < deg(g)
R

Dot g(X)(¢n(X) — P(X))

= R(X), donc pour des raisons de degré on a
nécessairement ¢, = P € Z[X].

Etape 2: | On montre que pour tout n € N*| ¢,, est irréductible sur Z[X].

e Soit w une racine primitive n° de I'unité de f(X) son polynéme minimal sur Q.
On a f(X)|X™ — 1 donc il existe h(X) € Q[X] tel que :

X" —1=f(X)h(X) avec f,heZ[X]

e Soit p premier, wP est aussi racine Punité (car

pAN=1 = w=w Pt = (wP)*).
Notons ¢ son polynéme minimal sur Q[X]. On montre de méme que g € Z[X].

primitive n° de

(En effet, Z[X] est factoriel donc ¢,(X) = f"(X)...f2(X), fi unitaire

o JE
irrédutible sur Z[X]. On note f = f; qui annule w, de méme pour g.)

e On montre que f = g.
On a g(w?) = 0 donc w est racine de g(X?) d’ou f(X)|g(XP).
11 existe donc I(X) € Z[X] tel que g(XP) = f(X)I(X).
On projete cette égalité dans I, on a alors :

(X)" = (@X"+..+@)" = TP X" +..+a" = g(X?)

9(X)=a, X"+..4ay =

On a alors g(X)p = f(X) - I(X).

e Soit ¥(X) un diviseur irréductible unitaire de f(X) sur F).

Par lemme d’Euclide on a que (X)) dvise g(X). o
De plus, f et g divisent X™ — 1 donc fg divise X" — 1 d’ou fg divise X" — 1
d’olt Y2 aussi.

1l existe donc 6(X) € F,[X] tel que X" — 1 = (X)?0(X).
On dérive et on obtient :
nX"7 = 20(X)Y (X)O(X) + ¢ (X)*0' (X)
Dot (X )|nX""! d’ott ¥)(X) = X mais X ne divise pas X" — 1 donc impossible.
Contradiction obtenue par I’hypothese que f(X) # g(X) d'ou f = g.
Donc on a que wP est racine de f.

e On a donc que f a pour racines wP pour tout p premier et non diviseur de
n. On montre que toutes les racines primitives n° de I'unité sont racines de f(X).
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Soit u une telle racine alors u = w”, h € N. u est racine primitive donc il existe
B €N tel que w = u" d’ot :

hh'

’
w=uw = WMl =1

Or w™ =1 d’ott nJhh’ — 1 et donc h An = 1.

Soit h = py...p, la décomposition en facteurs premiers, p; ne divisant pas n car
hAn=1.
On montre par récurrence sur r que u = w" est racine de f(X).

— Sir=1, on awu=wP' qui est recine d’apres ce qui précede.

— Supposon la propriété vraie au rang r — 1, on a alors wP*~Pr-1 qui est racine
de f(X).
Elle est racine primitive n° de l'unité car p;...p,_1 An =1 d’oll en posant
w' = wPtPr=1 on a alors u = wPPr = WP est racine de f(X) d’apreés ce
qui précede.

e Toutes les racines primitives n° de I'unité sont donc racines de f(X).
On a donc que ¢,|f mais f est irréductible et unitaire (en tant que polynome
minimal) donc ¢,, = f.
¢y, est donc le polynéome minimal sur Q de toutes les racines primitives n° de
lunité.
Donc ¢, est irréductible sur Q[X] et donc sur Z[X] car son contenu est 1 car
unitaire.

3 Compléments

Propriété :

Sin>1, X" —1=]]saX).
d|n

Preuve :

Il suffit d’établir que X" —1 et H @q(X) ont les mémes racines dans C avec les mémes
d|n
multiplicités.

e Si w est racine d’ordre d de X™ — 1 alors d|n et w est racine d° primitive donc
une racine de ¢g.

Si w est racine de ¢4 out d|n, c’est-a-dire qu'il existe A € Z tel que w™ = (wd) =1
et w est racine de X™ — 1.

Les racines de X™ — 1 sont simples, il en est de méme des racines de H da(X)
d|n

car ¢q(X) a des racines simples et les racines de ¢4 (d’ordre d) sont distinctes

des racines de ¢y (d’ordre d') pour d’' # d.
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