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1 Recasages

e 162 : Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorith-
miques et conséquences théoriques.

2 Développement

Lemme :

Soit A € M,,(C) et € > 0, il existe une norme || - | sur C” telle que sa norme
subordonnée ||| - ||| sur M,,(C) vérifie |||A]]| < p(A) + €.

Preuve :

A est trigonalisable donc il existe T triangulaire et une matrice P € GL,(C) telle que
A=PTP L
Pour § € R on définit Ds = diag(1,4,...,0" ') € GL,(C), T = (Tij)1<i j.<n €t donc

Ts = Dy'TDs = Dy ' P APD;

Soit x € C", on définit la norme ||z|| = H(PDgl)xHoo et on note ||| - ||| la norme
subordonnée associée. D’olt pour tout B € M,,(C) :

IBIll = sup [[Bz|
el <1

= sup I(PDs)™" Bl

1(PDs)~1a]| <1
= sup ||(PDs)"'BPDsyl|

yllo <1
= Il(PDs) "' BPDs]||

n
Or, pour tout M = (M;;),; ;c,, € Mn(C) on a [[[M][|, = sup Z |M; ;.
== 1<i<n
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On choisit alors § > 0 tel que :

Vie[ln-1[], > &7, <e
j=i+1

et on a p(A) = sup |T; ;| d’ou :
1<i<n
Al = [I(PDs) "' APDsll|
= [IIT5l
- (2)

= su Tsi s
1<i£nZ‘ 04
=SSN

<p(A)+e

Définition:

Soient A € GL,(R), b € R™ et x € R™ l'unique solution de Az = b. Si on a
(M,N) € GL,(R) x M, (R) tels que A =M — N. On dit que la méthode itérative
associée a (M, N) converge si pour tout zyp € R”, la suite définie par xy et pour tout
k€ N*, xp41 = M~Y(Nxy + b) converge.

Théoréme:

La méthode itérative associée & (M, N) converge si et seulement si p(M~tM) < 1.

Preuve :
Soit x € R™ tel que Az = b. Soit k € N, on définit e, = xx, — x on a donc :

x, — T <<= e, — 0
k— oo k— o0

On a alors :
Ar=b = Mz =b+ Nz — z— M 'b=M"'Nz
D’ou :
k1 = Thr1 — T = M Y (Nop+b) —2 =M 'N(xy, —2) = M~ Ney,
On a donc que e = (M~'N)key ce qui ramene la convergence de la suite (er)pen &
la suite ((M~'N)*), cx-

e Si p(M~'N) < 1, on pose e =1— p(M~'N) > 0. D’apres le lemme précédent
on a:

IIMTIN| < p(MTIN) +e<1

On a donc :
el = I(M~'N)*eql < [[[M~"NJ||*|leo

lim e =0, d’ou la convergence de la méthode.
k—+oco

On a donc bien
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e Par contraposé, supposons que p(M~'N) > 1. Soit A une valeur propre

complexe de M !N telle que |\| > 1.
Soit v un vecteur propre associé a A, on a donc (M ~'N)Fv = Ay,
On pose v = a + ib avec a,b € R™, on a donc :

(M7IN)fv = (M7'N)*a +i(M~'N)*b = Xa 4+ iXkb

Donc une des suites (M ' N)*a), o ou (M ~'N)¥b), .y ne converge pas vers 0,
la méthode itérative ne converge pas pour xg = a + x ou g =  + b on a donc
que (x) ne converge pas vers .

3 Compléments

Définition:

On définit les méthodes suivantes :

e Jacobi :
Ae M,(R), M =diag(A11,...Apn) =Det N=M—-A=D - A
On pose alors J = M~'N =1, — D71A.

o Gauss-Seidel :
A € M,(R), L sa partie triangulaire inférieure, U sa partie triangulaire
supérieure et D sa diagonale.
Alors A=M —Navece M =D+ Let N=-Uet L= (L+ D) 'N.

Théoréme:

Si A est tridiagonale, alors p(£)? = p(J).

Preuve :

Soit 1 € R*, on pose la matrice :

by /Jilag 0

Dot A = A(1) et A(i) = Qu)ALQ(1) ™" ot Q) = diag(y, ... u").

D’ot det A(p) = det A.
On a:

det(D)x(\?) = det(D + L) det(\I, — L)
=det(\’D 4+ \2L + N)

= A" det (AD+)\L+ iN)

= A" det(AD + L + N)
= A" det(D)det(\,, — J)
— N det(D)xs(N)

On a donc que :
xe(AH) =0 <= x;(\) =0

D’ou le résultat.

4 Références

e [’oral a 'agrégation de mathématiques, Isenmann, Pecatte



