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1 Recasages

• 162 : Systèmes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorith-
miques et conséquences théoriques.

2 Développement

Lemme :

Soit A ∈ Mn(C) et ϵ > 0, il existe une norme ∥ · ∥ sur Cn telle que sa norme
subordonnée ||| · ||| sur Mn(C) vérifie |||A||| < ρ(A) + ϵ.

Preuve :

A est trigonalisable donc il existe T triangulaire et une matrice P ∈ GLn(C) telle que
A = PTP−1.
Pour δ ∈ R∗

+ on définit Dδ = diag(1, δ, ..., δn−1) ∈ GLn(C), T = (Ti,j)1≤i,j,≤n et donc

Tδ = D−1
δ TDδ = D−1

δ P−1APDδ

Soit x ∈ Cn, on définit la norme ||x|| = ||(PD−1
δ )x||∞ et on note ||| · ||| la norme

subordonnée associée. D’où pour tout B ∈ Mn(C) :

|||B||| = sup
∥x∥≤1

∥Bx∥

= sup
||(PDδ)−1x||∞≤1

||(PDδ)
−1Bx||∞

= sup
||y||∞≤1

||(PDδ)
−1BPDδy||∞

= |||(PDδ)
−1BPDδ|||∞

(1)

Or, pour tout M = (Mi,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(C) on a |||M |||∞ = sup
1≤i≤n

n∑
j=1

|Mi,j |.

On choisit alors δ > 0 tel que :

∀i ∈ [|1, n− 1|],
n∑

j=i+1

δj−i|Ti,j | < ϵ

et on a ρ(A) = sup
1≤i≤n

|Ti,j | d’où :

|||A||| = |||(PDδ)
−1APDδ|||∞

= |||Tδ|||∞

= sup
1≤i≤n

n∑
j=1

|Tδi,j |

≤ ρ(A) + ϵ

(2)

Définition:

Soient A ∈ GLn(R), b ∈ Rn et x ∈ Rn l’unique solution de Ax = b. Si on a
(M,N) ∈ GLn(R)×Mn(R) tels que A = M −N . On dit que la méthode itérative
associée à (M,N) converge si pour tout x0 ∈ Rn, la suite définie par x0 et pour tout
k ∈ N∗, xk+1 = M−1(Nxk + b) converge.

Théorème:

La méthode itérative associée à (M,N) converge si et seulement si ρ(M−1M) < 1.

Preuve :
Soit x ∈ Rn tel que Ax = b. Soit k ∈ N, on définit ek = xk − x on a donc :

xk −→
k→+∞

x ⇐⇒ ek −→
k→+∞

0

On a alors :

Ax = b =⇒ Mx = b+Nx =⇒ x−M−1b = M−1Nx

D’où :

ek+1 = xk+1 − x = M−1(Nxk + b)− x = M−1N(xk − x) = M−1Nek

On a donc que ek = (M−1N)ke0 ce qui ramène la convergence de la suite (ek)k∈N à

la suite ((M−1N)k)k∈N.

• Si ρ(M−1N) < 1, on pose ϵ = 1 − ρ(M−1N) > 0. D’après le lemme précédent
on a :

|||M−1N ||| < ρ(M−1N) + ϵ < 1

On a donc :
∥ek∥ = ∥(M−1N)ke0∥ ≤ |||M−1N |||k∥e0∥

On a donc bien lim
k→+∞

ek = 0, d’où la convergence de la méthode.
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• Par contraposé, supposons que ρ(M−1N) ≥ 1. Soit λ une valeur propre
complexe de M−1N telle que |λ| ≥ 1.
Soit v un vecteur propre associé à λ, on a donc (M−1N)kv = λkv.

On pose v = a+ ib avec a, b ∈ Rn, on a donc :

(M−1N)kv = (M−1N)ka+ i(M−1N)kb = λka+ iλkb

Donc une des suites ((M−1N)ka)k∈N ou ((M−1N)kb)k∈N ne converge pas vers 0,
la méthode itérative ne converge pas pour x0 = a + x ou x0 = x + b on a donc
que (xk) ne converge pas vers x.

3 Compléments

Définition:

On définit les méthodes suivantes :

• Jacobi :
A ∈ Mn(R), M = diag(A1,1, ..., An,n) = D et N = M −A = D −A.
On pose alors J = M−1N = In −D−1A.

• Gauss-Seidel :
A ∈ Mn(R), L sa partie triangulaire inférieure, U sa partie triangulaire
supérieure et D sa diagonale.
Alors A = M −N avec M = D + L et N = −U et L = (L+D)−1N .

Théorème:

Si A est tridiagonale, alors ρ(L)2 = ρ(J).

Preuve :

Soit µ ∈ R∗, on pose la matrice :

A =


b1 µ−1a2 . . . 0

µa2
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . µ−1an
0 . . . µan bn



D’où A = A(1) et A(µ) = Q(µ)A(1)Q(µ)−1 où Q(µ) = diag(µ, ..., µn).
D’où detA(µ) = detA.
On a :

det(D)χL(λ
2) = det(D + L) det(λ2In − L)

= det(λ2D + λ2L+N)

= λn det

(
λD + λL+

1

λ
N

)
= λn det(λD + L+N)

= λn det(D) det(λIn − J)

= λn det(D)χJ(λ)

On a donc que :
χL(λ

2) = 0 ⇐⇒ χJ(λ) = 0

D’où le résultat.

4 Références
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