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1 Recasages

e 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications

e 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et

quotients. Applications.

e 104 : Groupes finis. Exemples et applications.

2 Développement

Formule de Burnside :

Soit (G, ) un groupe fini agissant sur un ensemble fini F.
Pour tout g € G, on note Fix(g) = {z € E,g-x = z} et r le nombre d’orbites de E
sous 'action de G. On a alors :

r= 1€l Z |Fix(g)

geG

e D’autre part on a, en notant G - 1, ..., G - z, les orbites distinctes :
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On a donc bien le résultat.

Preuve :

L’idée est de dénombrement F = {(g9,2) € G x E,g -z = z} de deux maniéres

différentes. On a :
F={J{(g,2) € G x B,z € Fix(9) = | J{(9,2) € G x E, g € Stab(x)}
geG zelE

e On a donc d’une part que :

IF| = 3 [Fix(g)

geaG

Théoréme de Dixon :

Soit G un groupe fini non abélien.
e Soit Z(G) le centre de G, on a [G : Z(G)] > 4.

e La probabilité p(G) pour que deux éléments de G tirés uniformément et

indépendamment commutent est majorée par 3

Preuve :

e G n’est pas abélien donc on a [G : Z(G)] > 2.
Si on avait que [G : Z(G)] est égal & 2 ou 3 alors G/Z(G) serait cyclique en
tant que groupe de cardinal 2 ou 3 (par définition méme d’un groupe qui doit
contenir un élément neutre et un inverse.) mais alors G serait abélien.

En effet, si G/Z(G) =< a > alors pour tout z,y € G, il existe m,n € N tels que:

x=a"z et y=aTzs olu 21,20 € Z(G)

Alors xy = a™z1a™z9 = a"a™z129 = a"™a" 2921 = a™z9a" 21 = Y.
Donc on a bien [G : Z(G)] > 4.
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e Par définition de p(G) on a : 4 Reéférences
A e 131 développements pour I'agrégation, Lesesvre
p(G) = ||G||2 avec A = {(z,y) € G%,zy = yx}

Ona|4| = Z Hy € G,zy = ya}| = Z |Cy| avec C; le centralisateur de x.
zeG zeG

Orz e Z(G) < C,=Getdoncz ¢ Z(G) < [G:C,] > 2 dou

<
On a donc :
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3 Compléments
Il semble indispensable de connaitre des cas d’égalités :
e Hg par dénombrement élémentaire.

e g par disjonction de cas, permutation entre deux rotations, deux réflexions et
une rotation et une réflexion.




