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1 Recasages

e 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension
finie). Rang. Exemples et applications.

e 151 Sous-espaces stables par un endomorphisme ou wune famille
d’endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.

e 154 : Exemples de décomposition de matrices. Applications.

156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

e 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

2 Développement

Lemme :

Soit u € L(E) nilpotent d’ordre ¢ > 1. Soit € E quelconque tel que u9~1(z) # 0,
on a alors que la famille (z,u(z),...,u?"t(z)) est libre et F = Vect(z,...,u?"!(z)
est stable par w.

Preuve :

e Supposons par l'absurde que la famille (z,u(z),...,u?"!(z)) est liée et

ui=Y(z) #£0.
q—1

Il existe donc des scalaires A, ..., Ay—1 non tous nuls tel que Z Meu (z) = 0.
k=0

On note p le plus petit entier compris entre 0 et ¢ — 1 tel que A, # 0.
On au?!(x) # 0 doup<qg—2etdonc:

ApuP (z Z Aeu® ()
k=p+1
A
On pose ug = ——k7 on a donc :

Ap

q—1 q—1-p .

Y @) = S e ti(@) =0

k=p+1 j=1

D’ou :

qg—1-p

S et (@)

j=1

q—1—p

Y Hprgu (@)
j=1

wI™Hz) = u? P (uP () = w1

Or w9 = 0 donc u9t* = 0 pour tout k € N.

On a donc :
q—1—p

Z Np+]uq+j Yz)=0
j=1

Ce qui est absurde par construction, la famille est donc libre.

e Soit v € F il existe Ag,..., A\g—1 tels que :
q—1

)\ku
k=0

=T+ -+ /\q_luq_l(a:)

D’ou :

= Xou(z)+ - A+ Ag_1u? () = Mu(z)+- - +Ag_oul (z) € F

q—1
k=0

On a donc u(F) C F, d’ou la stabilité.

Lemme :

Soit u € L(E) nilpotent d’ordre ¢ > 1.
F = Vect(z, ..., u?"1(z)) et G = HL = Vect(¢p,
paruet E=FHG.

Il existe ¢ € E* et x € E tels que
tu(p), ..., (fu)7=1(p))* sont stables

Preuve :

On a:

e G=Ht={ye EVYype H,py) =0} et dimG + dim H = dim E

e « est nilpotent d’ordre ¢ donc *u car (*u)? = *(u?) = 0, il existe alors ¢ € E* telle
que (*u)?71(¢p) # 0 donc il existe x € E tel que (*u)?1(p)(x) = p(u?~(x)) # 0.
On a alors que u? '(x) # 0, d’aprés le lemme précédent, on a que
dim F = dim H = q et que F est stable par u.

On a par ailleurs que H est stable par ‘u et donc que G est stable par w.
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e On a dimF + dimG = dim H + dim G = dim G, il reste donc & montrer que
FnG={0}.
qg—1

Soit y = Z Muf(z) € F NG, G étant stable par u on a que ud~'(y) € G.
k=0
D’ou :
—1
Mrp(ut T (2)) = Aop(u™ ()
0

Q

0= (y) =

b
Il

D’ou Ag = 0.
Par récurrence, montrons que tous les A; sont nuls.

— Ao = 0 d’ot1 I'initialisation.

— Supposons que Mg =--- = A; =0, on a donc :

q—1
Yy = Z Meuf () et ui=2(z) € G par stabilité de G par u. D’out

k=j+1
q—1
0= (y) = Y e ™2 (2)) = Njput (2))
k=j+1
D’ou )\j+1 =0.

On a donc que pour tout 0 <k <qg—1, \y =0d’ouy =0.
Dot F NG = {0}.
Dou E=F@G.

Théoréme de Jordan:

Soit u € L(E) nilpotent d’ordre ¢ > 1. Il existe une base B = By U---U B, telle que
chaque sous-espace vectoriel F; = Vect(B3;) est stable par u et :

0

1

Matg, (ug,) = J; = e M, (K) ou ¢; =dimE;

Preuve :

On procede par récurrence sur n, la dimension de ’espace E.

e Sin=1,o0onawu=0,dou le résultat.

e On suppose le résultat vrai pour tout espace de dimension k < n, avec les mémes
notations que précédemment on a :

F est stable par u donc ujp dans la base By = (z,u(z),...,ui(z)) s'écrit

0

1
Jg = € My(K)

1 0
Si ¢ = n on a I'hérédité, sinon on peut compléter B; par une base Bg de G car
E=F&hHG.
Or G est stable par u donc la matrice de v dans la base By LI Bg est
_ |/ 0
=l

ol 4,4 € M,,_4(K) est la matrice de u|g dans Bg.
Cette matrice est nilpotente d’indice au plus ¢ avec dimG < n, par hypothese
de récurrence, on a donc :

0

! € My_(K)

Matpg,, (U|G) = An_q =
On a donc bien I’hérédité.

D’ou le résultat.

3 Compléments

e u nilpotent d’ordre ¢ <= ®u nilpotent d’ordre g :

t(uq) _t (uo...ou):tuo...o tu:(tu)q
q fois q fois

e I C E stable par u <= F+ C E* stable par ‘u.
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Ceci vient du fait que :

Vo € F,Vp € FH < u(z), ¢) >=< z,!u(¢) >

e De maniere générale, pour tout endomorphisme wu trigonalisable, il ex-

iste une base dans laquelle la matrice de u est diag(Ji,...,J,) avec
Ak
o lew2 -
Ji = avec €x; € {0,1}.
koo Mk

En effet, on note Ny = ker(u — A\pid)* les sous-espaces caractéristiques. Par
lemme des noyaux, on a :

P~

E= Ny,

k=1

On a dim N, = ay, et Ni stable par u et A est la seule valeur propre de u|N, et
(u — Axid)|n, est nilpotente d’indice By.

On a donc d’apres le théoreme précédent qu’il existe une base By de Nj tel que :
0
I PR
Matg, (u — A\r) N, = Ik = . ' € M,, (K)

Ek,ap 0

On a donc le résultat par réunion de ces bases.
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