
Développement agrégation Théorème de Jordan Session 2024

1 Recasages

• 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension
finie). Rang. Exemples et applications.

• 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille
d’endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.

• 154 : Exemples de décomposition de matrices. Applications.

• 156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

• 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

2 Développement

Lemme :

Soit u ∈ L(E) nilpotent d’ordre q ≥ 1. Soit x ∈ E quelconque tel que uq−1(x) ̸= 0,
on a alors que la famille (x, u(x), . . . , uq−1(x)) est libre et F = Vect(x, . . . , uq−1(x))
est stable par u.

Preuve :

• Supposons par l’absurde que la famille (x, u(x), . . . , uq−1(x)) est liée et
uq−1(x) ̸= 0.

Il existe donc des scalaires λ0, . . . , λq−1 non tous nuls tel que

q−1∑
k=0

λku
k(x) = 0.

On note p le plus petit entier compris entre 0 et q − 1 tel que λp ̸= 0.
On a uq−1(x) ̸= 0 d’où p ≤ q − 2 et donc :

λpu
p(x) +

q−1∑
k=p+1

λku
k(x) = 0

On pose µk = −λk

λp
, on a donc :

up(x) =

q−1∑
k=p+1

µku
k(x) =

q−1−p∑
j=1

µp+ju
p+j(x) = 0

D’où :

uq−1(x) = uq−1−p(up(x)) = uq−1−p

q−1−p∑
j=1

µp+ju
p+j(x)

 =

q−1−p∑
j=1

µp+ju
q+j−1(x)

Or uq = 0 donc uq+k = 0 pour tout k ∈ N.
On a donc :

uq−1(x) =

q−1−p∑
j=1

µp+ju
q+j−1(x) = 0

Ce qui est absurde par construction, la famille est donc libre.

• Soit v ∈ F , il existe λ0, . . . , λq−1 tels que :

v(x) =

q−1∑
k=0

λku
k(x) = λ0x+ · · ·+ λq−1u

q−1(x)

D’où :

u(v(x)) =

q−1∑
k=0

λku
k+1(x) = λ0u(x)+· · ·+λq−1u

q(x) = λ0u(x)+· · ·+λq−2u
q−1(x) ∈ F

On a donc u(F ) ⊂ F , d’où la stabilité.

Lemme :

Soit u ∈ L(E) nilpotent d’ordre q ≥ 1. Il existe φ ∈ E∗ et x ∈ E tels que
F = Vect(x, . . . , uq−1(x)) et G = H⊥ = Vect(φ,t u(φ), . . . , (tu)q−1(φ))⊥ sont stables
par u et E = F

⊕
G.

Preuve :

On a :

• G = H⊥ = {y ∈ E,∀φ ∈ H,φ(y) = 0} et dimG+ dimH = dimE

• u est nilpotent d’ordre q donc tu car (tu)
q
= t(uq) = 0, il existe alors ϕ ∈ E∗ telle

que (tu)q−1(φ) ̸= 0 donc il existe x ∈ E tel que (tu)q−1(φ)(x) = φ(uq−1(x)) ̸= 0.
On a alors que uq−1(x) ̸= 0, d’après le lemme précédent, on a que
dimF = dimH = q et que F est stable par u.
On a par ailleurs que H est stable par tu et donc que G est stable par u.
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• On a dimF + dimG = dimH + dimG = dimG, il reste donc à montrer que
F ∩G = {0}.

Soit y =

q−1∑
k=0

λku
k(x) ∈ F ∩G, G étant stable par u on a que uq−1(y) ∈ G.

D’où :

0 = φ(uq−1(y)) =

q−1∑
k=0

λkφ(u
q+k−1(x)) = λ0φ(u

q−1(x))

D’où λ0 = 0.
Par récurrence, montrons que tous les λj sont nuls.

– λ0 = 0 d’où l’initialisation.

– Supposons que λ0 = · · · = λj = 0, on a donc :

y =

q−1∑
k=j+1

λku
k(x) et uq−2(x) ∈ G par stabilité de G par u. D’où

0 = φ(uq−2−j(y)) =

q−1∑
k=j+1

λkφ(u
q+k−2−j(x)) = λj+1φ(u

q−1(x))

D’où λj+1 = 0.

On a donc que pour tout 0 ≤ k ≤ q − 1, λk = 0 d’où y = 0.
D’où F ∩G = {0}.
D’où E = F

⊕
G.

Théorème de Jordan:

Soit u ∈ L(E) nilpotent d’ordre q ≥ 1. Il existe une base B = B1 ⊔ · · · ⊔Br telle que
chaque sous-espace vectoriel Ei = Vect(Bi) est stable par u et :

MatBi
(uEi

) = Ji =


0

1
. . .

. . .
. . .

1 0

 ∈ Mqi(K) où qi = dimEi

Preuve :

On procède par récurrence sur n, la dimension de l’espace E.

• Si n = 1, on a u = 0, d’où le résultat.

• On suppose le résultat vrai pour tout espace de dimension k < n, avec les mêmes
notations que précédemment on a :

F est stable par u donc u|F dans la base B1 = (x, u(x), . . . , uq−1(x)) s’écrit

Jq =


0

1
. . .

. . .
. . .

1 0

 ∈ Mq(K)

Si q = n on a l’hérédité, sinon on peut compléter B1 par une base BG de G car
E = F

⊕
G.

Or G est stable par u donc la matrice de u dans la base B1 ⊔ BG est

A =

[
Jq 0
0 An−q

]
où An−q ∈ Mn−q(K) est la matrice de u|G dans BG.
Cette matrice est nilpotente d’indice au plus q avec dimG < n, par hypothèse
de récurrence, on a donc :

MatBG
(u|G) = An−q =


0

1
. . .

. . .
. . .

1 0

 ∈ Mn−q(K)

On a donc bien l’hérédité.

D’où le résultat.

3 Compléments

• u nilpotent d’ordre q ⇐⇒ tu nilpotent d’ordre q :

t(uq) =t (u ◦ · · · ◦ u︸ ︷︷ ︸
q fois

) = tu ◦ · · · ◦ tu︸ ︷︷ ︸
q fois

= (tu)q

• F ⊂ E stable par u ⇐⇒ F⊥ ⊂ E⊥ stable par tu.
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Ceci vient du fait que :

∀x ∈ F,∀ϕ ∈ F⊥, < u(x), ϕ) >=< x,t u(ϕ) >

• De manière générale, pour tout endomorphisme u trigonalisable, il ex-
iste une base dans laquelle la matrice de u est diag(J1, . . . , Jp) avec

Jk =


λk

εk,2
. . .

. . .
. . .

εk,αk
λk

 avec εk,i ∈ {0, 1}.

En effet, on note Nk = ker(u − λkid)
αk les sous-espaces caractéristiques. Par

lemme des noyaux, on a :

E =

p⊕
k=1

Nk

On a dimNk = αk et Nk stable par u et λk est la seule valeur propre de u|Nk
et

(u− λkid)|Nk
est nilpotente d’indice βk.

On a donc d’après le théorème précédent qu’il existe une base Bk de Nk tel que :

MatBk
(u− λk)|Nk

= Jk =


0

εk,2
. . .

. . .
. . .

εk,αk
0

 ∈ Mαk
(K)

On a donc le résultat par réunion de ces bases.

4 Références

• Mathématiques pour l’agrégation : algèbre et géométrie, Rombaldi
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