Développement agrégation Densité des fonctions continues nulles part dérivables Session 2024

1 Recasages
e 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
e 203 : Utilisation de la notion de compacité.
e 205 : Espaces complets. Exemples et applications.

e 208 : Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

2 Développement

Théoréme :

L’ensemble F' des fonctions continues nulles part dérivables sur [0, 1] est dense dans

([0, 1, R) {1 [loo)-

Preuve :

On note C le R-espace vectoriel des fonctions continues de I = [0,1] dans R muni de
la norme || - || -

On admet que (C, || -||,) est complet.

Pour € > 0 et n € N on pose :

Un={f€eCVeel,Iyel,0<|y—z|<e|f(y) — f(x)] > nly — x|}

e Etape 1:
Montrons que Uy ,, est ouvert, pour cela, on montre que U, = E\U.,, est fermé.
On remarque que :
Usn=AfeC el Vyel,0<l|y—a[<el|f(y)— f(x)| <nly— [}
On raisonne donc par caractérisation séquentielle des fermés.
Soit ( fp)pGN € (U;n)N une suite qui converge vers f € C, il s’agit de montrer que
feUs,
Pour tout p € N, on a f, € UZ,, donc :

Jrp € LYy € L |y — 2| <& fp(y) = fplap)| < nly — 2 —p]

La suite (z,) prend ses valeurs dans le compact I donc on peut extraire une
sous-suite convergente (,(,)) dont nous notons x la limite.

Soit y € I tel que 0 < |y — x| < ¢, il existe P € N tel que 0 < |y — 24| < € pour

tout p > P.
On a ainsi :
| fot) W) = fo) @om)| < nly — 2]
On a que f est continue en z et (f,) converge vers f au sens de || - ||, d’ou :
|f(Zp(p)) — [(2)] p_>—+>oo 0 pz.xr continuité de f
[fo) (o) = f(Zom)] pjoo 0 car pgrfoo o) = fllo =0
D’ou :

m | fop) (@) — f(2)] =0

p—r+oo
Il vient donc :
dJrel,Vyel
1f (@) = FW) <1 (@) = fow) (@) + | fow) (Tow) = o) W)+ fow () — f(Y)]
<nfze )=yl

< |f(x) - fcp(p) (xga(p)” +n|xgo(p) - y‘ + |fga(p)(y) - f(y)|

— 0 — nlz—y| — 0
p—>+o0 p—+o00 p—+oo

< n|z —y| & partir d’'un certain rang
(1)

On a donc que f € U¢,, donc U¢,, est fermé par caractérisation séquentielle des
fermés et donc U, est ouvert.

Etape 2 :
Montrons que U, ,, est dense dans C.

Soit f € C et § >0, il s’agit de trpuver g € Ue,, tel que |[f — g||,, < 9.
On va cherche g sous la forme f(z) + dsin(Nz) en choississant des valeurs
adaptées.
Par théoreme de Heine, I étant compact, on a que f est uniformément continue
sur /.
D’ou : 5
Ja €]0,eV(w,y) € I Je —y| <a = [f(2) = fly)| < 3
4 ON
On choisit N > 27 tel que il < et . > n.
T
Posons g(x) = f(z) + dsin(Nx).
Soit x € I, on a qu'il existe y € I tel que :

27 < |Nz — Ny| < 4w et |sin(Nz)—sin(Ny)| > 1
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En particulier : 3 Compléments
27 4 . .
N <l|lz—y| < ~ d’olt |x — y| < a et donc par uniforme continuité on a : e (C,]|-|l) est complet.
Ceci vient du fait que C C B(I,R) (conséquence du théoréme des bornes at-
fly) — f(x) < J % N — IN teintes) et C est fermé (par caractérisation séquentielle) et B(I,R) est complet
y—x ~4 2 87 (par démonstration directe) et donc on a bien le résultat (par caractérisation
B ‘6sin(Ny) _ §sin(Nz) s SN séquentielle des fermés).
y—x T ly—x T 4m e AC B C E avec A dense dans E implique que B est dense dans E.
On a donc : En effet, on a A = E et 'adhérence est croissante pour l'inclusion (par car-

actérisation séquentielle de 'adhérence).

‘g(y) —9@)| _ |f) = fx) | dsin(Ny) - dsin(Nz) On a done que E=AcC B C E.
y—r y—r y—r Donc B = E.
< dsin(Ny) — 0sin(Nx) fly) = f(z)
= y—1x - y—x (2) e Savoir démontrer le théoreme de Heine.

SN 6N Par ’absurde en supposant qu’une fonction continue sur un compact n’est pas
> I sn uniformément continue, écrire la définition en passant par les suites extraites.
2n e Savoir démontrer le lemme de Baire.

On a donc que g € Us, et [|f — g||.. = 6. Pour la version des ouverts par exemple, il s’agit de considérer une intersection
D'oit la densité de U.,, dans C. d’ouverts denses et de constuire a partir de ¢a une nouvelle suite d’ouverts denses

telles que 'intersection est dense également.
e Etape 3 :

On conclut avec le lemme de Baire. o
4 Références

P = .
osons R nQN U, e Analyse, Gourdon

On a C qui est complet donc est un espace de Baire.

R est une intersection dénombrable d’ouverts denses dans C d’apres les deux
premieres étapes.

On a donc que R C C est dense dans C.

Montrons donc que R C F'.
Soit f € R, pour tout n € N, on a f € UL ,, donc pour x € I on a :

1 —
Jr, € 1,0 < [x — 20 [< —, M >n
n xr — :L-n
La suite (zn,),cy- admet donc 2 pour limite et lim ’M — oo ce
n——+o0o T —x,

qui montre que f n’est pas dérivable en .
Ceci étant vrai pour tout x € I, on a donc que f est nul part dérivable.
On a donc :

RCFccC

R étant dense dans C, on a donc que F' l’est aussi.




