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1 Recasages
e 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

e 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples
et applications.

2 Développement

Théoréme:

Soient n > 2 et f une fonction de classe C* sur [1, +o00[ pour laquelle il existe M > 1
tel que pour tout m > M on ait :

m _ 1
@), = 0(%)
Alors on a :
fQ)+ -+ f(n) = Tin(n) + C + Rm(n)
Avec :
T(n) = [ s@ao+ +Z B g )

=2

+oo T
c = M EOBuen (D’““/l o) ) 1)

2 m)!
k=2

R,(n) =

B " m! / vax n—>—+>oo
Ou les By, sont les nombres de Bernoulli et les by, les polynomes de Bernoulli définis
sur [0, 1] et prolongé par 1-périodicité.

Preuve :

e Etape 1:
1
On calcule / f(x)dx.
0
On commence par définir une suite de polynémes (p,,)

que pour tout entier n :

nen définis sur [0, 1] tels

P =Pn-1 et po=1

On a alors par intégration par parties successives (qui sont licites car les p,, sont

des polynomes et f est de classe C™) :

/0 ' f(a)da = / ' f@po()da
= [ / f Pl

= [f(@)p1(2)]y = [f (2)p2(2)]g / FP (@)p2(a)de

IPP successives = ...
m 1

=30 [P @)

k=1

On peut prendre par exemple pour tout n > 2, p,(0) = p,(1).
1
pn(z)dz = 0.

0
Cette condition nous assure donc bien de 'unicité de la famille de polynomes
(pn)nEN‘
En effet on a pj = py d’ott py(z) = = + C}.
1
1
Or / p1(z)dx = 3 +C,=0.
0
1

Dot pi(z) =z — 3

Ceci équivaut a

On construit de méme tous les p,, :
n phtl

Zaka — pn+1 Zakk+1 +Cn+1
k=0

Do (%) = p(z

1
Ou C,,41 est déterminé par la condition / Prt1(x)dx = 0.
0

On se rameéne alors & une suite de polynomes déja connu, a savoir les polynémes
de Bernoulli, en posant :

B, (z)
pnlz) = n!
et les nombres de Bernoulli :
B, = B,(0)

On rééerit alors (1) avec les nouvelles notations et on a :

/f );f()+kzz2(—1]z' {f(k 1) / B

f(m) (z)dax
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e Etape 2:
On 1-périodise la suite de polynémes (Bj) définis sur [0, 1] pour ’étendre sur R.
On introduit donc :

bk($> = Bk<.'L‘ — E(a:))

Soient p, ¢ deux entiers, on applique I’égalité (2) & la fonction z — f(z + 1) pour
tout p<i<aq:

l m
+1f(w)d$: )+ l+1 "'Z [ (k 1)}71

l by | (3)
sy [0 <xﬂm<>

On somme (3) pour [ allant de p & ¢ — 1, on a alors :

/f —)+f(p+1)

+ (=™ /fl me(iU)f(m)(m)dx

Ctfla—1)+ f(q) +§: (=1)*By {f(k—l)}q

On réarrange les termes et on prend p =1 et ¢ =n et on a donc :

W+ ) = [ gt M+§: Be [ o-n)”
+ (=1)™*t /j bL()f(m) (z)dx + fA)+ f(n)

m! 2

(5)

La derniere intégrale de (5) n’a aucune raison de converger vers 0 lorsque n tend
vers +o0.
Or, par hypothése sur f, on a qu’il existe M > 1 tel que pour tout m > M :

f““”%imO(;)

2 by,
On a alors que / ( ) 27 £ (z)da est convergente.
1

On a ainsi :

1 = k!
=Tm(n)
1) <= (-1 T

+f(2)_Z(_) f(k 1)() ( 1)m/ ()f(m)()

k=2 1

Cm

+oo T

e [ 2t oy
=Rm(n)

(6)
Il reste donc simplement & montrer que C, est bien une constante et ne dépend

ni de n ni de m. On montre donc pour cela que Cy, = Cppy1
On remarque dans un premier temps que :

/1+oo () b2 ) Z/kJrl o m)(x)daj

D’ot en intégrant par parties on a :

+00 k41 b ( ) 400 k+1
Z/ f(m) |: m+1 f(m)( )]
k=1"k k=1 m+1)! k
+oo k41
bm+1(x) 1
— A plmt ) (z)da
];/k (m+1)!
Série téléscopique
_ Bun (m) (1 /+°° bmt1(z) (m+1)
N (m+1)f (1)- 1 (m+1)!f (z)da

(7)
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On a donc
“+o0
Cn =1 = W+ () “1/ ) 1) (2)

2 k=2
+ (_1)m+1 (_ (571+11 f(m) ‘/1 7777;:{ 1 f(m-i-l)(m)dx)
1) W (C1kB T b
:f;)_z ( ‘1)€ kf(k—l)( 7n+2/ (erl f(m+1)( )d

D’ou le résultat.

3 Compléments

e Une formule utile qui sert en autre a déterminer des développements asympto-
tiques :

1
— Sion prend f : x — —, qui respecte bien les hypotheses du théoréme on a
. x

1+ +1—/ndx+c+ L L, Lo
22 n? J; a? 2n?  6n3  30n®  42n7 n?
——

=1-1
— Si on prend x — In(1 + ) on a un développement asymptotique de n!.

e ( s’appelle la constante de Ramanujan et ne dépend que de f.
On peut utiliser cette formule quand f(z) est de la forme z®In” () ou f est un
polynoéme ou une fraction rationnelle.

e Quelques propriétés a connaitre sur les nombres/polynémes de Bernoulli :
1 1

0 ) 1 2’ 2 6’

— Pour n > 3 impair, les B,, sont nuls.

- zn: (Z) By,

k=0

_Bn

~ Bu(1-2) = (~1)"B, ()

En effet, on définit C,,(z) = (—
de récurrence que B, car :

1)"B,,(1—x) qui est solution de la méme équation

Ol (x) = nChs( / Co()dz =
D’ou C,, = B,, par unicité de la famille B,, d’out B, (1 — z) = (—1)"B, ().
Ainsi, pour n = 2p + 1 impair on a :
Baps1(1 —x) = =Baypia1(x) = Bopta(1) = —B2p11(0)
Or :
1
Byp+1(1) = =Bgp+1(0)  car By(1) — By(0) =/ B, (z)dz =
0
D’ou :
Bip1 = Bapy1(0) =0
Enfin, on montre par récurrence que :
!
BW(z)= —"_pB _
) = g Baeil)

D’ou par formule de Taylor on a :

n

n_ (k)
B,(z) = Z BRT@xk = Z <Z> B,_ra"*

k=0

4 Références

e Calcul intégral, Candelpergher



