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1 Recasages

e 262 : Convergences d’'une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Ex-
emples et applications.

e 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.

2 Développement

Lemme:

Soit X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, on a alors :

VACN, P(X € A)—P(Y € A)| <P(X £Y)

Preuve :

Soit AC N, on a:
PXecA)=P(XecANX#Y)+P(XeA)nN(X=Y))
<PX#Y)+PY € A)
Dot :
P(X € A)—P(Y € A) <P(X #£Y)
On fait de méme avec Y pour trouver :
PYeA) -PXecA)<PX#Y)
En combinant (2) et (3) on obtient donc :

IP(X € A) —P(Y € A)| <P(X #£Y)

Théoréme:

Soit A € R et n € N* tels que 0 < 2\ < n.
A
SiXNB(n,n) et Y ~ P(A) alors on a :

S P = k) By = by < 2
k=0

Preuve :

A
Notons p = — et on définit la loi m, sur N x {0,1} par :
n

Pour tout k& € N\{0,1} :
P(X=0,Y=0)=e?—p(l—e7?) o
P(X =0,Y =1) =p(l —e?) P(X =k Y =0)="7e" (5)
P(X=1,Y =0)=0 P(X =kY =1)=
P(X=1Y=1)=pe?
(4)

On a

“+o0

>PX=kY=0+PX=kY=1)=e?—p(l—e?)+p(l—e?)

k=0

_~phe?
B Z k!
k=0

=1

La loi m,, est donc bien définie.
De plus, si (X,Y) ~ m, alors X ~ P(p) et Y ~ B(1, p).

Soient (X1,Y1),...,(Xn,Y,), n couple de variables aléatoires indépendants identique-
ments distribués suivant la loi m,,.
On a alors :

X=X1+4+ -+ X, ~P(np) =P\

Vv s (nl)

Soit :

A={keN, P(X =k)>P(Y =k)}
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On a alors :

+oo
SPX =k)-PY =k)|=Y_ [P(X =k)—P(Y =k)|
k=0 keA

+ Y P(X =k)—P(Y =k)|
kEN\A
=P(XecA)-PYeA-PXeNA) +PY €N\4)
<2P(X #Y)
<2PEFie{l,...,n}, X; #Y;)

d’apres le lemme

< QEH:P(Xi #Y)

i=1

<2 -2) PX; = X))
i=1

n
SQH_QZP(Xi:n:0)+P(Xi:1/i:1)

i=1
n

<2n-— QZe_p —p(l—e7P)+pe?
i=1

<2n —2n[e”? — p+ 2pe”P]
<2n —2n[e”P(1+ 2p) — p]
<2n —2n[(1 - p)(1+2p) — p]
<2n[l—1—2p+p+2p* +p)
< dnp®

< 47)\2

care ?P>1—p

n

3 Compléments

e On a bien que si (X,Y) ~m, alors X ~ P(p) et Y ~ B(1,p).

En effet :
—p,0
P(X=0)=eP—p(l—eP)+p(l-eP)=eP=" 0'1”
,ppl ’
P(X =1)=0+pe? = — (8)
e~ Ppk
P(X =k)= x
On a donc bien X ~ P(p).
—p —p e Ppt
Py =0)= e —p(l—e?)+ 3
n>2
=eP?—pl—eP)+1—peP—e?
=l-p (9)

On a donc bien Y ~ B(1, p).

e On a bien :
X=X+ -+ X, ~P(np) =P\

A
Y—Y1+-~-+Yn~8<n,)
n
En considérant par exemple les fonctions génératrices par récurrence et par
indépendance.
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