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1 Recasages

e 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

2 Développement

Théoréme:

Soit b > 0 et f: [0,b] — R une application croissante et continue telle que :
. £(0)=0
o Yz €]0,b], f(z) <=

e IA > 0,7 > 1 tels que
flz) =2 — X" + o(a")

On a alors que pour tout ¢ €]0, b[, la relation ug = ¢, uny1 = f(u,) définie une suite
& valeurs dans |0, b[ de limite nulle et :

Preuve :

Il y a trois points a montrer.

e On a que f est croissante et nulle en 0.
Supposons qu’il existe y €]0, b[ telle que f(y) =0, on a alors que f est nulle sur
[0,y] ce qui contredit 'hypotheése du développement analytique.
On a donc que pour tout = €]0,5[,0 < f(z) < x < b donc ]0, b[ est stable par f
donc (un), ¢y est bien définie sur 0, b.

e Ona:
vV €]0,b], f(z) <z = VneN, upy1 < uy

C’est-a-dire que la suite (uy, ),y est décroissante et est minorée par 0 car définie
sur |0, b[. La suite (uy), oy est donc convergente.

Par continuité de f, la limite [ de (uy),, oy est un point fixe de f.

Or T'unique point fixe de f est 0, donc (uy), oy converge vers 0.

e On a:

D’apres 'hypothese du développement asymptotique on a :

Up — Up+1 ~ )\

u:b n—-+oo
Or la figure suggere que :
Up — U Un dx 1
n n+1 ~ il ~ ( 1-r 1—r)
ul n—+00 27 ntoe L —pom Un+1
mn Un+1

On vérifie cette intuition par le calcul :

1 1—7r 1—r 1 —r r ry\\1—7
(T ) = 7 [un = (= A+ o(up))
1 1- —1 —1\\1—7
— T 1 _ 1 _ A T T ):|
e R G CERT R Ch) (1)
1 .
=1 [ui‘r ()\(1 — r)u;_l + o(u;_l))]
-7
=A+o0(1)
On a donc : ) -
un7T - un+1 ~ A
1—7r n——+o0o

Or Z A diverge donc on a ’équivalence des sommes partielles.

n
D’ou :
n—1_1—r 1—r n—1
DR 3
1—1r n—s4o0
k=0 k=0
1—r 1—r (2)
Uu, — U
1—r n—+00
1
= Uy, et A((r=1Dn\)T=

D’ou le résultat
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Application:

Soit f(xz) =In(l+z), on a:

w, = 24 2o <ln(n)>

3n?

D’ou :

Et donc :

Preuve :

f vérifie bien les hypothéses du théoreme précédent, en effet :
e f est croissante et continue sur [0, b].
o f(0)=1n1=0
o Yz €]0,b], f(z) =In(l+ z) < z par stricte concavité de In.
2

2
D’apres le théoreme précédent on a donc :

1
o fla)=In(l+z)=a-— Ty o(x?) c’est-a-dire que \ = B et r=2.

1

1 1-2 2
%ngmc”**f) i

On a par ailleurs :

2 3 4
1 wu,
=5 1 Tolu)
On a donc :
1 1 Up, 1
Tp=1Uy g —U, —= ~ ——

2 n—-+oo 12 n~>+oo &

1
Or E — diverge donc on a I’équivalence des sommes partielles d’ou :
n
n

11 In(n)
ZI Fotoo égg ntoo 6

D’ou le résultat.
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