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1 Recasages
e 218 : Formules de Taylor. Exemples et applications

e 243 : Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

2 Développement

Théoréme de Bernstein :

Soient a > 0, f € C*(] — a,a[,R) telle que pour tout entier k, pour tout = €
| —a,al, f®¥) (x) > 0.
f est développable en série entiere.

Preuve :

Il suffit de montrer que pour tout b € [0,a[, f est développable en série entiere sur
] —0,0b].

e Etape 1:
Soit € [0,b[, posons F(z) = f(x) + f(—=z).
F est paire donc pour tout k € N, FZF+1)(0) = 0.
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral on a :
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Par ailleurs, on a que F(?*)(0) = 2f*)(0) > 0 par hypothese de I’énoncé. On a
donc :

Vo € [0,b[,0 < R,(z) < F(z) = 0< R,(b) < F(b)

Montrons que lim R, (x)=0.
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est décroissante sur [0, z] (par argument élémentaire de
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dérivation par exemple) d’ou :
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On a donc :
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F étant paire, le résultat est vrai sur | — b, b[.

Etape 2 :
On s’intéresse cette fois directement a f.
Soit x €] — b, b[, on a :
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On a, pour tout t € [0, z] :

0< f(2n+2)(t) < f(2n+2) (t) —|—f(2n+2)(—t) — F(2n+2) (t)
D’ou d’apres ’étape 1, par critere de majoration:

Irn(z)| < Ryp(lz]) = lm r,(z) =0
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Soit p € N, notons :

D’apres les résultats obtenus précédemment on a :

lim So,11(z) = f(x)
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Or : ) )
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C’est la terme général d’une série convergente d’apres I'étape 1 donc converge
vers 0.
D’ou :

lim Sop(z) — Son—1(z) =0 = lim So,(z) = f(z)
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On conclut donc que lim S,(x) = f(x) et donc :
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On a donc bien le résultat.

Application :

T
tan est développable en série entiere sur } 33 [ en 0.

Preuve :

Posons f = tan’ = 1 + tan®.

On a que f est de classe C*> sur }fg, [ et par la formule de Leibniz on a :
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k=0

Par récurrence forte, on a que pour tout n € N, tan(™ est positive sur {O, il [

La fonction tan étant impaire, on a que pour tout k € N, f*¥) = tan(®*+1) sont
paires sur } —g, g [ et donc positives.

D’apréiT le 7Tthéoréme de Bernstein on a que f = tan’ est développable en série entiere
sur }—77 — [ en 0.

La fOIlC%iO%l tan 'est donc également.
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