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1 Recasages
e 229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
e 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

e 253 : Utilisation de la notion de convexité en analyse.

2 Développement

Lemme : (Legons 229 et 253)

Soit f : R — R continue. On définit :

Vr € R, g(x):%%f(z+h)+f%x2_h)_2f($)

e Si g existe et est positif pour tout réel x, alors f est convexe.

e Si g est nulle, alors f est affine.

Preuve :

e Soit a > 0, on définit la fonction :

f@z{R% R

r = f(z)+ ax?

Ona hrng fo = f, pour montrer que f est convexe, montrons que f, est convexe.
a—r

On a alors que pour tout h > 0 et x € R:

fal@+h) + falx —h) —2fa(z) _ flz+h)+ flz—h)—2f(z)

h2 - h2 2
Oron a:
h —h)—2
g(x) = lim fath)+ flx=h) = 2/(z) >0 par hypothese
h—0 h?
D'ou:

falx +h) + fa(x —h) = 2fa(z)

[ >0

Ve > 0,Vz € R,3h €]0,¢],

D’ou : 1
Jal@) < 5 Uale +h) + fale = b))
Montrons que f, est convexe.
On pose :
| [a,b] — R
P e e fule) e

On montre que ¢ atteint son maximum sur [a,b] en a ou en b.
 est continue sur un compact donc est bornée et atteint ses bornes.
Notons :

M=supy, ' =¢ '({M}) et ¢=infl
[a,b]

© est continue donc I' est fermé donc on a que ¢ € T et donc que p(c) = M.

Sia < c < b, alors il existe h > 0 tel que :

[p(c+h) + p(c—h)]

N =

a<c—h<c<c+h<b et p(c)<

Or :
plc) =M = ¢(c—h)=p(c)=p(cth) =M

Ce qui contredit la définition de c.

On a donc c=a ou c=b.

 atteint donc son maximum en a ou en b, donc f, est convexe, donc f également.
D’otu le résultat.

o f vérifie les hypotheses du point précédent donc est convexe. Ceci est aussi
valable pour —f donc f est concave.

Donc f est affine.

Lemme :

(Legon 246)
Soit Z an une série a termes complexes, convergente de somme nulle.

* R* — C
R
. . 2
UO : { + { ¢ (sm(nt))

nt

On pose :
- C et U, :
— 1

On a alors :

+oo
vt e R*, S(t) = ;anUn(t) existe et lim S(t) =0
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Preuve :

e On a que Z a,, converge signifie que ”li)rJrrloo an =0et |a,Up(t)] <

existe pour t # 0.

e On pose s,, = Z ay, par transformation d’Abel on a :

k=0

N
> anUn(t)
n=0

— Z_: $n[Un(t) = Upi1 ()] + snUn (2)

n=0
Or Nl_lfﬁoo syUn(t) =0, dot :
“+oo
S(t) = Z $n[Un(t) — Unt1(t)]
n=0
On a que lim s, =0dou:
n—-+oo

Ve > 0,IN € N, Vn > N, |sp| <e et A= sup |sp]

neN*
D’on, pour € > 0, il existe N € N* tel que :
N 400
SO <A Un(t) = Unsr (@) +€ D |Unlt) = Unpa ()]
n=0 n=N+1

— On a d’une part :

[Un(t) — f(z)dx

n+1 )l -

(n+1)t
/.

(n+1) | 2
S/nt +1t|f(96)|d9€ avec f(sc):% [(51111:3;) ]

1
Or, par un calcul on montre que f(z) = (0] <2)
0o x

Donc M = / |f(z)|dx existe.
— D’une autre ﬁart, on a :
Hm U (1) =1 = im0 (t) — U (1)] = 0
C’est-a-dire :

Ve' > 0,3n > 0,Vt e R*|t| < = |Un(t) — Unt1(t)] < €

9] done S(t)

On a done, pour &’ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout |t| < n on a :

N +oo
S <A |Un(t) = Upsa(®) +& D> |Un(t) = Unsa(t)]
n=0 n=N+1
(2)
< AN - 1) +eM
—el
On a donc bien que lim S(t) = 0.
t—0
Théoreme de Cantor :
N
. Z . 3 .
Soit (cn), ez € C” telle que pour tout = € R, NETOO ZN ¢, €% = (),
—
Alors ¢,, = 0 pour tout n € Z.
Preuve :
e Etape 1:
On suppose tout d’abord que lim ¢, =0 et on pose :
n—-+o0o
2 nx —inx
cn€ +c_pe
F:z—c¢ + -
07" Z (in)2
— On a Wemz < ‘2’5‘ < % car lirf ¢, = 0 donc on a convergence
n—-+0oo

normale donc uniforme donc F' est bien définie et est continue sur R.

— Par calcul direct on a pour tout h > 0 et z € R:

F(z+h)+ F(z —h) — 2F(x » sin (1
(.’E ) ;:Z ) _CO+Z znw_’_cine znw) ( 1n75h2 ))

En appliquant le deuxieme lemme avec a, = ¢,e™* 4+ c_,e” " et t = 2 on
2

obtient que :
F(z+h)+ F(x —h) —2F(x)

) h? =0
En vertu du premier lemme, on en déduit que F' est une fonction affine. On
a donc :
inx z? Cninax
F(z) =az+p = = ﬁ—i—ax—co? = Z (m>2e

EZ* neL*
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On en déduit que z : B+ azx — co%2 est 2m-périodique.
+oo

, . Cn
On a donc nécessairement o« = ¢y = 0 et § = g

(in)?

e qui converge
n=1
normalement sur R.

Cette série est donc égale a sa série de Fourier et comme c’est une constante,
on en déduit que :

Vnez, - —0 = VYnez, ¢, =0

(in)?

e Etape 2 :
On ne suppose plus que ¢, tend vers 0 en +oo.

On évalue la série E cpe™ en x4+ u et en x —u pour u € R et on somme les

résultats. On obtient donc :
Z(cneinm + C_ne—inz)einu =0
nez

En fixant =,
trigonométrique en w de coeflicients d,, = ¢,e** 4+ c_pe

on peut voir cette somme comme la somme d’une série
T qui converge vers 0

car g cne™ 4+ c_p,e”"™" converge.

On est donc ramené au cas de 1’étape 1 avec :

lim d,=0
n—-+oo

E dp,e'™ =0 avec
nez

On a donc :

VnezZ d,=0 = Ve €ZVn€Z,cre™ +c_pe ™ =0 = VYneZc,=0

Compléments

L’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé.
Démonstration par caractérisation séquentielle des fermés.

La limite simple d’une suite de fonctions convexes est convexe.
Démonstration directe par la définition d’une fonction convexe.

=2 Ksm)?] _ ,weos(a) —sine)  sina) _

2

Toute suite convergente est bornée.
Ceci vient du fait que :
un| < |un — 1] + |1

La convergence normale d’une série de fonctions implique la convergence uni-
forme.
Ceci vient de fait que :

+o00
|S(t) — Sn(t)| < kZ I frl oo e 0 reste d’une série convergente
=n-+1

Toute fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

Ceci vient du fait que I'image d’un compact K par une application continue f
est compact donc f(k) est un compact donc borné et fermé. C’est-a-dire que f
est bornée et atteint ses bornes.

La série est bien égale a sa série de Fourier et on a (C”)Q :
mn
Cn .
nag(z)= ——¢'"" = [ qui converge normalement sur R.
o) ()Z()Qmﬁ lement sur R
in
nez*
On a donc :
1 27 .
p(9) =5 gl@)e " dx
P 27T 0
1 [ Cn .
- n_i(n—p)z
N 27r/0 Z (in)2€ de
nez* (3)
1 c 2m
= — - n / ei(nfp)mdx
2w (in)2 Jo
_ %
(ip)?
Par ailleurs on a :
1 27 .
c = — e "Prdx
»(9) 27 J, B (4)
= Bdop

On a donc bien que (;ﬁ = 0 pour tout p # 0 et donc que ¢, = 0.

4 Reéférences
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