
Sujet 1 Sujet 2 Sujet 3

Cours :
Donner la définition d’une norme sur un espace vectoriel.
Donner un exemple de norme sur Rn puis sur L1(R).

Exercice 1 :

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonc-

tion t → 1

1 + t2 + tne−t
est intégrable sur [0,+∞[.

2. Pour tout n ∈ N, on pose :

un =

∫ +∞

0

dt

1 + t2 + tne−t

Calculer lim
n→+∞

un.

Exercice 2 :

Déterminer lim
x→0

∫ 3x

x

t

tan2(t)
dt.

Exercice 3 :
On pose :

In =

∫ 1

0

xn

√
1 + xn

dx

Effectuer un changement de variable et obtenir un
équivalent de In.

Exercice 4 :
On pose

I(x) =

∫ x

0

sin(t)

t+ 1
dt

Montrer que pour tout x réel positif, I(x) ≥ 0.

Cours :
Démontrer que les boules sont des ensembles convexes.

Exercice 1 :
Pour n ≥ 1, on pose :

In =

∫ +∞

0

dt

(1 + t2)n

1. Justifier que In est bien définie.

2. Etudier la monotonie de la suite (In) puis montrer
que (In) converge vers une limite à démontrer.

3. Déterminer la nature de la série
∑

(−1)nIn.

Exercice 2 :

Déterminer lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−
x
n

1 + x2
dx.

Exercice 3 :
On considère :

In =

∫ 1

0

tn

1 + tn
dt

Déterminer sa limite en +∞ puis un équivalent.

Exercice 4 :
On pose :

In =

∫ +∞

0

dx

(1 + x3)
n

Déterminer une relation de récurrence pour cette suite.
En déduire une valeur de A et de a telles que :

In ∼ A

na

Cours :
Démontrer que pour toute partie A d’un espace vectoriel
normé E, l’application x 7→ d(x,A) est 1-lipschitzienne.

Exercice 1 :

Soit
∑

an une série absolument convergente à termes

complexes. On pose M =

+∞∑
n=0

|an|.

On pose : ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0,+∞[, fn(t) =
ant

n

n!
e−t.

1. (a) Justifier que la suite (an) est bornée.

(b) Justifier que la série de fonctions
∑

fn con-

verge simplement sur [0,+∞[.

On admettra, pour la suite de l’exercice, que

f : t 7→
+∞∑
n=0

fn(t)

est continue sur [0,+∞[.

2. (a) Justifier que pour tout n ∈ N, la fonction
gn : t 7→ tne−t est intégrable sur [0;+∞[ et

calculer

∫ +∞

0

gn(t)dt.

En déduire la convergence et la valeur de∫ +∞

0

|fn(t)|dt.

(b) Prouver que :∫ +∞

0

(
+∞∑
n=0

ant
n

n!
e−t

)
dt =

+∞∑
n=0

an

Exercice 2 :

Soit f : [0, 1] → R continue. Calculer lim
x→0

∫ 1

0

xf(t)dt

x2 + t2
.

Exercice 3 :
Donner un développement asymptotique à deux termes
de :

In =

∫ +∞

0

e−x

n+ x
dx
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Exercice 5 :

Prouver l’intégrabilité de I =

∫ 1

0

1

t
− E

(
1

t

)
dt puis

exprimer sa valeur en fonction de la constante d’Euler γ.

Exercice 5 :

Donner un équivalent de

∫ x

0

| sin(t)|
t

dt lorsque x → +∞.

Exercice 4 :
Convergence et calcul de

I =

∫ π
2

0

ln(sin(t))dt et J =

∫ π
2

0

ln(cos(t))dt

Exercice 5 :
Soit f : [0, 1] → R une application continue.
Montrer que :∫ 1

0

f(t)dt = lim
x→+∞

+∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

ex(t−1)nf(t)dt
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