Sujet 1

Sujet 2

Sujet 3

Cours :
Enoncer et démontrer le théoreme de Bolzano-Weierstrass
dans C.

Exercice 1 :

1

1. On considere la série de terme général u,, = ———
n(lnn)®

oun>2etacR.

(a) Dans le cas o < 0, a’aide d’une minoration treés
simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Dans le cas a > 0, étudier la nature de la série.

2. Déterminer la nature de la série

(1))

(In(n? + n))?

>

n>2

Exercice 2 :

1. Soit (z,,) une suite de réels et soit (y,,) définie par
Yn = Tp4+1 — Tn

Démontrer que la série Zyn et la suite (z,) sont

n
de méme nature.

2. On pose (uy) la suite définie par

n"e "\/n
Up = ———
n!

Donner la nature de la série de terme général

U
v, = In (”“)
un
3. En déduire l'existence d’une constante C' > 0 telle

que :
n! ~ Cyv/nn"e ™
+oo

Cours :

n 1
Mont = -1 .
ontrer que ; k: n(n) converge

Exercice 1 :

1. Soient (un),cy €t (vn),cy deux suites de nombres
réels positifs.
On suppose que (Un), ey €t (Vn),cy Sont non nulles
a partir d’un certain rang. Montrer :

Up ~ Uy —> E Uy €t E v, de méme nature.
—+oo

2. Etudier la convergence de la série

((—=1)" 4 4) In(n) sin <Tll)
(Vn+3-1

n>2

Exercice 2 :

1 1
Onpose Hy, =1+ -+ -+ =,
2 n

1. Prouver que H, o In(n).

2. On pose u, = H, —Inn et v,, = up41 — Up.

Etudier la nature de la série Z Upy-
n
En déduire que la suite (u,) est convergente.

On notera v sa limite.

+oo 1
3. Soit Ry =Y 5.
k=n
Donner un équivalent de R,,.
4. Soit wy, tel que Hy, = Inn+~y+w, et t,, = wp41—wy,.

Donner un équivalent du reste Z tr.
n>k

1 1
En déduire que H, =lnn+~vy+ — 4o <)
2n n

Cours :

Enoncer et démontrer la régle de d’Alembert.

Exercice 1 :

On note M,,(C) D'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n a coefficients complexes.
Pour A = (aij)<;j<c, € Mn(C), on pose [|A] =
max [a; ;. -
1<i,j<n
1. Prouver que || - || est une norme sur M, (C).

2. Démontrer que :

VA, B € (M,(C))%, || AB|| < n||A]|B]

Puis, démontrer que :

Vp > 1, || AP|| < nPT AP

3. Démontrer que, pour toute matrice A € M,,(C), la
P

A
série Z — est absolument convergente. Est-elle
p!

convergente 7

Exercice 2 :

Déterminer
+ o0
. a
lim Z 2 2
a— 400 n -+ a

Exercice 3 :
Soit f : [0, +0o[— [0,+00[ une fonction de clase C! telle
!/

que ? tend vers —oo en +oc.

Montrer que la série Z f(n) converge et donner un
n

équivalent, lorsque n tend vers +oo, de R, = Z fk).
k>n



Sujet 1

Sujet 2

Sujet 3

Exercice 3 :
Soit (uy),,cy une suite convergente et

u1+...+un
n

Yn>1, v, =

1. Etudier la convergence de la suite (v,,),,cn-

2. En considérant que tous les u,, sont strictement posi-
tifs, étudier la convergence de Etudier la convergence
de la suite (wy,),, oy définie par w, = Yui .. Up.

Exercice 4 :

1. Soit u une suite réelle telle que

lim wu —u, =0
nos-too n+1 n

Démontrer que l'ensemble Vad(u) des valeurs

d’adhérences de u est un intervalle.

2. Soit f une fonction continue f : [a,b] — [a,b] et u
une suite définie par ug € [a,b] et upt1 = f(un).
Démontrer que :

(up) converge <= lim upi1 —uy, =0

n——+00

Exercice 5 :
Déterminer la nature de la série

Zl( In(n + 1)2 )

n)ln(n + 2)

Exercice 3 :
Soit (uy,) une suite de nombres réels.

1. On suppose que (u2,) et (u2,4+1) convergent vers la
méme limite. Prouver que (u,) est convergente.

2. Donner un exemple de suite telle que (us,) converge,
(u2n+1) converge, mais (u,) n’est pas convergente.

3. On suppose que les suites (uzy), (Uznt1) et (usy)
sont convergentes. Prouver que (u,,) est convergente.

Exercice 4 :
Une suite (u,,) de nombre réels est appelée suite de Cauchy
si:
Ve > 0,IN € N,Vp,q > N, |
1. Montrer que toute suite convergente est une suite de
Cauchy.

up, —uql <€

2. On souhaite prouver la récirpoque & la question
précédente. Soit (u,) une suite de Cauchy.
(a) Montrer que (u,) est bornée.

(b) On suppose que (u,) admet une suite extraite
convergente. Montrer que (u,,) est convergente.

(¢) Conclure.

Exercice 5 :
Soit (ay) une suite réelle strictement positive et (b,) une

suite réelle. On suppose que b, =1+ O et que la

série E ay, converge. Etudier la nature de la série E abr.

Exercice 4 :

1. Montrer qu’une suite (u,) de réels ne tend pas vers
400 si et seulement si on peut extraire une suite
majorée.

2. Montrer que, de toute suite (g,) d’entiers naturels
qui ne tend pas vers 400, on peut extraire une suite
constante.

3. Soit x un irrationnel et (r,) une suite de rationnels
convergeant vers x. Pour tout entier n, on écrit

rn:&avecanZetqneN*.

n
Démontrer que (g,) tend vers +oo.

Exercice 5 :
Soit (a,) une suite de réels positifs ou nuls telle que la

série E a, converge.

1
1. Montrer que si « > —, la série Z .

?

[N

2. Que dire dans le cas a =



