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Intégrale d'une fonction

1. Intégrale d'une fonction
1.1 Définition
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Définition:

On appelle intégrale de f sur [ a; b ] le nombre réel F(b) — F(a) ou F est une primitive
quelconque de f sur /. Il est noté

b
/a F(x) dx = F(b) - F(a) = [F(x)]°

A\

Remarque

La variable x est dite muette, elle n'intervient pas dans le résultat. On peut donc utiliser
n'importe quelle lettre.

b b b

/f(x)dx:/f(t)dt:/f(u)du

a a a
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Exercice:

3
Calculer I'intégrale/ x dx.
2
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Intégrale d'une fonction

1. Intégrale d'une fonction

1.2 Interprétation graphique : calcul d'aire
Aire d'une fonction positive

6/25



Aire d'une fonction positive

Définition:

b
Si f est une fonction positive sur [ a; b ], alors / f(x) dx est égal a I'aire du domaine

a
compris entre la courbe de f, I'axe des abcsisses et les droites d'équations x = aet x = b
exprimée en unité d'aire.

7/25



Aire d'une fonction positive

Exercice:

Calculer I'aire du domaine compris entre la

_ 1
courbe d'équation y = —, I'axe des
X

. T 1
abcsisses, et les droites d’équations x = 5

et x = 4 dans un repére orthonormé
(0, i, j ) dunité graphique 1 cm.

Ry
NN

NN

oy
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Intégrale d'une fonction

1. Intégrale d'une fonction

1.2 Interprétation graphique : calcul d'aire

Aire d'une fonction négative
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Aire d'une fonction négative

Définition:

b
Si f est une fonction négative sur [ a; b ], alors / f(x) dx est égal a I'opposée de I'aire

a
du domaine compris entre la courbe de f, I'axe des abcsisses et les droites d'équations
X = a et x = b exprimée en unité d'aire.
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Aire d'une fonction négative

Exercice:

Calculer I'aire du domaine compris entre la 1 /
3 2

courbe d'équation y = — — —, I'axe des
%7 3 o~z sssrkss777k s 7777

A\ 4

17 - LI/ 77777207777 ///;
équations x =0 B i

777
YT Y Y VY v

abcsisses, et les droites
et x = 9 dans un repére orthonormé s s

7e7
12070222177y
Yrr AT sk s s s s A s,
222
7777

rdr v e .
(O, i, j ) dunité graphique 1 cm. AR

AR A
77700007
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Intégrale d'une fonction

1. Intégrale d'une fonction

1.2 Interprétation graphique : calcul d'aire

Aire d'une fonction quelconque : découpage d'aire
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Aire d'une fonction quelconque : découpage d'aire

Pour calculer I'aire d'un domaine définie par une fonction changeant de signe, il faut
découper I'intervalle en plusieurs intervalles sur lesquels la fonction est de signe constant.
Exercice:

Calculer I'aire du domaine compris entre la

courbe d'équation y = x> — x — 2, I'axe des

abcsisses, et les droites d'équations x = —1

et x = 3 dans un repére orthonormé \ %
wrars y ., . ~

(O, i, j )dunité graphique 1 cm. \ /

s ey
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\Y

hode des rectangles

Soit une fonction f continue, positive et
monotone sur un intervalle [a; b].

On partage l'intervalle [a; b] en n sous
—a

intervalles de méme amplitude / =

Sur un sous-intervalle [x; x + /], Iaire Zous
la courbe est comprise entre |'aire de deux
rectangles :
® |'un de dimensions / et f(x) d'aire
I x f(x);
e |'autre de dimensions / et f(x + /)
d'aire | x f(x+1).

flx 4

flx)
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Méthode des rectangles

Sur I'intervalle [a; b], I'aire sous la courbe est comprise entre la somme des n rectangles
"inférieurs” et la somme des n rectangles "supérieurs”. Voici un algorithme écrit en
langage Python permettant d'obtenir un tel encadrement :
def integrale(f,a,b,n):

longueur = (b - a) / n

aire_inf , aire_sup = 0 , O

for k in (n):

aire_inf = aire_inf + longueur =*

f(a + k * longueur )
aire_sup = aire_sup + longueur *
f(a + (k+1) * longueur )
return aire_inf , aire_sup

© 00 ~NO Ol WiN =

= =
= O

aire_inf , aire_sup = integrale(lambda x: x*x ,0,1,100)
print ("{}_<yuintegrale < {}". (aire_inf ,aire_sup))

—
N
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Propriétés de l'intégrale

2. Propriétés de |'intégrale
2.1 Relation de Chasles
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Relation de Chasles

Propriété: Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle /| C R. Pour tous a,b,c € / on a :

C C

/ F(x)dx = /b F(x)dx + / f(x)dx

a b
Exercice:
x si xe[-21] p
Soit f définie pour tout x € [-2;4] par ¢ 1 s xe[Ld Calculer /f(x)dx.
X 2
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Propriétés de l'intégrale

2. Propriétés de |'intégrale

2.2 Linéarité
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Linéarité

Proposition:

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle | C R et o € R.

b

/ F(x) + g(x)dx = /b F(x)dx + /b g(x)dx et /b af(x)dx = o /b F(x)dx

a

Exercice:

f(x) + xdx.

N W

3 3
Soit f une fonction telle que /f(x)dx = 2. Calculer /
1 1
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Propriétés de l'intégrale

2. Propriétés de |'intégrale

2.3 Inégalités
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Inégalités
o
b

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] alors on a /f(x)dx >0

a

Corollaire:

Soit f, g deux fonctions continues sur [a; b]. Si pour tout x € [a; b], f(x) < g(x). Alors

b b
ona /f(x)dx < /g(x)dx.

Exercice:

Démontrer que

©o| oo

8
</ dx <3
— ) 1+x—
0
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Propriétés de l'intégrale

2. Propriétés de |'intégrale

2.4 Valeur moyenne
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Valeur moyenne

Définition:

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a; b] non trivial. On appelle valeur moyenne

de f la quantité :
b

pf = bia/f(x)dx

a

Exercice:
Calculer la valeur moyenne de f : x — (2 — x)(x — 1) sur [-1;0].
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Exercice bilan

3. Exercice bilan
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Exercice bilan

. 47 . _
Soit f définie pour tout x € [—; 7] par s <4X + 5> si. x € [-m; 0]

cos(3x) si x €]0; 7]
Calculer la valeur moyenne de f sur [—m;7].
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