Sujet 1

Sujet 2

Sujet 3

Cours :
Enoncer et démontrer le lemme d’Abel.

Exercice 1 :
1. Déterminer le rayon de convergence de la série

entiere Z %
n)!

+oo n

On pose S(z) = Z )]

n=0

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en
série entiere en 0 de la fonction z +— cosh(z) et
préciser le rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(z).

(b) On consideére la fonction f définie sur R par :

f(0) =1
f(z) =cosh(y/z) si >0
flx) =cos(v/—x) si <0

Démontrer que f est de classe C* sur R.

Exercice 2 :
Déterminer le rayon de convergence la série :

Z/l (1 +t2)dt 2™
0

n>0

Exercice 3 :

Soit g a, 2" une série entiere de rayon de convergence R
n>0
strictement positif. Donner le rayon de convergence de la

série :
nla,
>
nTL

Cours :

Enoncer et démontrer le résultat sur le rayon de conver-
gence d’une somme de séries entieres.

Exercice 1 :

Pour chacune des séries entieres de la variable réelle suiv-
antes, déterminer le rayon de convergence et calculer la
somme de la série entiere sur 'intervalle ouvert de conver-
gence :

3n 2n
>

n>1

E apx™  avec {

a2n
a2n+1

Exercice 2 :

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série

entiere :
n

T
Z2n—&—1

n>0

Exercice 3 :

Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R
n>0

strictement positif.

Soit 8 > 0, déterminer le rayon de convergence de la série

entiere :
E B"anz"

n>0

Exercice 4 :

Soit f(z) = Z anz" de rayon de convergence R > 0.
n>0
Montrer que pour 0 <r < Retn&€Non a:

1 2w

57 /. f(rew)efmedQ

anpr" =

Cours :

Enoncer et démontrer le développement en série entiere de
la fonction z +— (1 + x)<.

Exercice 1 :

2n)!
1. Montrer que la série Z ( (2n) converge.

n!)2247(2n + 1)
2. Donner le développement en série entiere en 0 de

Vi—t

3. En déduire le développement en série entiere en 0 de
x +— arcsin(z) ainsi que son rayon de convergence.

t—

en précisant le rayon de convergence.

4. En déduire la valeur de :

R (2n)!

n=

Exercice 2 :

Montrer que :

/1 at Jf (=)™
o 1+1tP = np+1
Exercice 3 :
Soit € un réel fixé, déterminer le rayon et la somme de la
série entiere : 0
cos(n
n

n>0

Exercice 4 :
Le but de cet exercice est de donner une condition sous
laquelle la loi d'une variable aléatoire réelle X est car-

actérisée par la suite de ses moments (E(X™)),, cx-

1. On suppose qu'il existe e > 0 tel que E(efl¥) < 4-00.
Montrer que la fonction L(z) = E(e*X) est bien
définie sur S = {z € C, |R(2)| < e} et qu'elle est
développable en série entiere en 0 sur cet ensemble.
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Exercice 4 :
On consideére les deux séries :

=% gr o ol =% g

n>0 n>0

Déterminer leur disque de convergence respectifs Dy et Dy
et montrer que ces fonctions coincident sur Dy N Dy.

Exercice 5 :

Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel a
pour que les coefficients du développement en série entiere
en 0 de la fraction :

1
 l—az+ax? -3

soient tous positifs.

Exercice 5 :

Soit @ > 0, on pose, pour x €] — a,af :

f(@)=In(a — z)In(a + x)

Déterminer, selon les valeurs de a et pour m assez grand,
le signe de f(™).

On pourra utiliser le développement de [ en série entiére.

2. En exploitant I'inégalité :

Vo € R, cosh(z) < el®l < 2cosh(x)

Montrer que :

Je >0, E(ef¥) < +o00
—

3C > 0,vn € N*, E(X2")* < Cn

3. Montrer que si X satisfait cette condition et si
E(X*) = E(Y*) pour tout k € N, alors X et YV
suivent la méme loi.

Exercice 5 :

Déterminer le développement en série entiere en 0 de la
fonction :

12 x t2
F:x»—>6_7/ ez dt
0



