Sujet 1

Sujet 2

Sujet 3

Cours :
Démontrer que la dimension de l’espace somme est
inférieure & la somme des dimensions.

Exercice 1 :

2 1
On pose A = <4 _1).

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs pro-

pres de A.
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec
la matrice 0
0 -2

En déduire que I’ensemble des matrices qui commu-
tent avec A est Vect(lz, A).

Exercice 2 :
Soit E = C*(R,R) et u 'endomorphisme de F qui a f
associe sa dérivée f'.

1. Déterminer les éléments propres de wu.

2. Montrer que la famille (z — e*?), g est libre en util-
isant u puis par une autre méthode.

Exercice 3 :

Dans un espace vectoriel E de dimension finie n, on con-
sidere trois endomorphismes u, v et f et deux réels a et
tels que :

f = au + pu
2 = u + B
f3 — OzS’U, + 531}

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 4 :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1. Soit p € L(F) un projecteur. Montrer que rg(p) =
Tr(p) et que E = ker(p) @ Im(p).

2. Soient f,g € L(E) tels que f+ g = idg et rg(f) +
1g(g) < dim(E).
Montrer que f et g sont des projecteurs.

Cours :

Soient u,v € L(F) tels que uwov = v owu. Montrer que
Im(u) et ker(u) sont stables par v.

Exercice 1 :

0 a ¢
Soit la matrice M = | b 0 ¢ | oua,b,csont des réels.
b —a O

M est-elle diagonisable dans M3(R) 7 M est-elle diago-
nalisable dans M3(C) ?

Exercice 2 :
Soit A € M,,(C) telle que :

3z €C, A+ "Com(A) = zI,
Montrer que Card(Sp(A4)) < 2.

Exercice 3 :

01 0 0
0 1
Diagonaliser J = _ dans M,,(C).
0 0 1
10 ... ... 0
En déduire une expression du déterminant
ap a2 an—1 Qan,
an, ai Gp—2 Qanp-1
A =
as az
az as an a

Exercice 4 :
On considére une matrice A € M, (R) et la matrice
M € Ms,(R) définie par blocs par :

0, 24
M= (—A 3A)
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si M est
diagonalisable.

Cours :

Soit u € L(E), montrer que u est diagonalisable si et seule-
ment si on a F = @ Ey(u).
AESp(u)

Exercice 1 :

1 2
2 4
M;(R) définie par f(M) = AM.

Soit la matrice A = ) et f Pendormorphsime de

1. Déterminer une base de ker(f).

[\

. [ est-il surjectif 7
3. Déterminer une base de Im(f).

4. A-t-on Ms(R) = ker(f) @ Im(f) ?

Exercice 2 :
Soit E' un espace vectoriel de dimension finie. Soit « un
réel non nul, f et g deux endomorphismes de E vérifiant :

fog—gof=af

1. Déterminer pour tout entier naturel k£ une expression
de fFog—go fk.

2. En déduire que f est nilpotente.

Exercice 3 :

a 0 S 0 b
0 0
. . a b
Diagonaliser dans Ma, (R).
b a 0
0 ... 0
b 0 0 a

Exercice 4 :
Montrer que A € M, (C) est nilpotente <= Vk €
{1,...,n}, Tr(A¥) = 0.
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Exercice 5 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, a € E.
Déterminer les éléments u € L(E) tel que pour tout « € E,
la famille (a,x, u(zx)) soit liée.

Exercice 5 :

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et
u € L(E), nilpotent. Montrer que u™ = 0.

Exercice 5 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
U, ..., U, des endomorphismes nilpotents de E qui com-
mutent deux a deux.

Que vaut u; oug 0 --- 0y, 7



