Sujet 1

Sujet 2

Sujet 3

Exercice 1 :
On pose :
Vz,t e Ry, f(z,t) = e tprt

1. Démontrer que, Vo € RY, la fonction ¢ — f(x,t) est
intégrable sur R* .

On pose alors :

vz e R, I'(z) = /Om G

2. Pour tout x € R¥, exprimer I'(x 4 1) en fonction de
().

3. Démontrer que I est de classe C! sur R* et exprimer
I'(z) sous forme d’intégrale.

Exercice 2 :
Etudier puis exprimer explicitement la fonction :

o

Exercice 3 :

Soit f € CY(R,R) telle que f et f’ sont intégrables sur R
et g € C°(R,R) bornée.

On définit le produit de convolution par :

+oo
fgla) = / F(Hyg(e — tydt

Montrer que le produit de convolution de f et g est con-
tinue puis de classe C! sur R.

Exercice 4 :
On considere I'intégrale de Poisson définie pour tout x €
R\{-1,1} par :

P(z) = /027r In(1 — 2 cos(t) + x?)dt

Exercice 1 :

1. Enoncer le théoreme de dérivation sous le signe
intégrale.

2. Démontrer que la fonction :
+oo 2
fixe / e " cos(xt)dt
0

est de classe C! sur R.

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (F)
d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (F).

Exercice 2 :
Pour tout réel x, on considere :
2 2
e~ T (1+t%)

1 T
f(:z:):/o Wdt et g(:z:):/0 e tdt

1. Montrer que f et g sont de classe C'.

2. Montrer que f + g2 est une application constante et
déterminer cette constante.

+oo 5
3. En déduire la valeur de / et
0

Exercice 3 : R
Soit f € LY(R)NL3(R), on note f la transformée de Fourier
définie par :

R 1 e —izy
ﬂy)zﬁ/—m f(x)e”"™Vdx

1. Montrer que [|f]lz= < |f]lz:-

ek?

2. Montrer que g.(k) = |f(/€)|2€_ 2

€ L'(R).

3. Montrer que :

+oo ) 2
[ awdr= [ Ty e ¥ dadyd
R3

— 00

Exercice 1 :

+oo e—2t
On considére la fonction F : z — /
0

dt.

x4+t

1. Prouver que F' est définie et continue sur RY .

2. Prouver que z — zF(z) admet une limite finie en
400 et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de 400, de

Exercice 2 :
Montrer que pour tout z €] — 1, +o0] :

1

1

/ n(l—i—xt)dt:
o 1+¢2

In(2)

arctan(z) +g In(1+ 22)

“1
_/ n(l-l—t)dt
o 1+t

En déduire la valeur de :

1
I:/ ln(1+t)dt
o 1+1t2

Exercice 3 : R
Soient f,g € L*(R). On note f la transformée de Fourier
définie par :

£ 1 —izy I
f(y):E/Rf(ff)e d

1. Montrer que :
/R F(@)g)dz = / f(@)g(x)dz

2. Montrer que :
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1. Montrer que, pour tout z ¢ {0,—1,1} :

P <1> = P(z) — 4rIn|z|

T

2. On se restreint & = €] — 1,1[. Calculer la dérivée de
P et montrer qu’elle est nulle sur |—1, 1[. En déduire
la valeur de P(x).

Exercice 5 :
Soit f € C°([0,1],R), on définit :

0,1 — R
I(f): \/?/1 f(ux)
— d
T — ) Vica u

Montrer que :

Vo € 0,1, vf € C°(0, 1, R), ToI(f)(x) = | f(t)dt
0

. On admet que la transformée de Fourier de la gaussi-

enne :

est donnée par :

Montrer que :

/ ge (k) dk = / b B (@) f(y)dudy
R R2

. Soit {s.} la famille de fonctions définies par :

) = [t F @

Quelle est la limite dans L?(R) de s. lorsque € tend
vers 0 7

. Montrer que :

lim [ g.(k)dk = / (lim s.(y)) £ (y)dy
R R

e—0 e—0

. Montrer que :

lim [ g.(k)dk = || f]2:

e—=0 Jr

. En déduire que || f||z> = || fllz>-

3. Pour tout ¢ > 0, on pose :

»‘m

filz) = (4mt)"2e”

(a) Montrer que, pour tout ¢ > 0 :

/th(:v)dx =1

(b) Montrer que, pour tout 6 > 0 :

lim fi(x)dz =0

t—0 |z|>6

4. On suppose que g est continue bornée. Montrer que
ft % g est bien définie et que :

}i_{% fe*g(x) = g(2)

Exercice 4 :

Soient f € C(R,R) et g définie pour 2 > 0 par :

o)=L / " cos(x — y) f(y)dy

X

Déterminer la limite de g en 0. En supposant que f a une
limite en +00, déterminer celle de g.



