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Exercice 1 :
On pose :

∀x, t ∈ R∗
+, f(x, t) = e−ttx−1

1. Démontrer que, ∀x ∈ R∗
+, la fonction t 7→ f(x, t) est

intégrable sur R∗
+.

On pose alors :

∀x ∈ R∗
+, Γ(x) =

∫ +∞

0

f(x, t)

2. Pour tout x ∈ R∗
+, exprimer Γ(x+ 1) en fonction de

Γ(x).

3. Démontrer que Γ est de classe C1 sur R∗
+ et exprimer

Γ′(x) sous forme d’intégrale.

Exercice 2 :
Etudier puis exprimer explicitement la fonction :

f : x 7→
∫ 1

0

1− t

ln(t)
txdt

Exercice 3 :
Soit f ∈ C1(R,R) telle que f et f ′ sont intégrables sur R
et g ∈ C0(R,R) bornée.
On définit le produit de convolution par :

f ∗ g(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt

Montrer que le produit de convolution de f et g est con-
tinue puis de classe C1 sur R.

Exercice 4 :
On considère l’intégrale de Poisson définie pour tout x ∈
R\{−1, 1} par :

P (x) =

∫ 2π

0

ln(1− 2x cos(t) + x2)dt

Exercice 1 :

1. Enoncer le théorème de dérivation sous le signe
intégrale.

2. Démontrer que la fonction :

f : x 7→
∫ +∞

0

e−t2 cos(xt)dt

est de classe C1 sur R.

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E)
d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (E).

Exercice 2 :
Pour tout réel x, on considère :

f(x) =

∫ 1

0

e−x2(1+t2)

1 + t2
dt et g(x) =

∫ x

0

e−t2dt

1. Montrer que f et g sont de classe C1.

2. Montrer que f + g2 est une application constante et
déterminer cette constante.

3. En déduire la valeur de

∫ +∞

0

e−t2 .

Exercice 3 :
Soit f ∈ L1(R)∩L2(R), on note f̂ la transformée de Fourier
définie par :

f̂(y) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixydx

1. Montrer que ∥f̂∥L∞ ≤ ∥f∥L1 .

2. Montrer que gε(k) = |f̂(k)|2e− εk2

2 ∈ L1(R).

3. Montrer que :∫ +∞

−∞
gε(k)dk =

∫
R3

f(x)f(y)eik(x−y)e−
εk2

2 dxdydk

Exercice 1 :

On considère la fonction F : x 7→
∫ +∞

0

e−2t

x+ t
dt.

1. Prouver que F est définie et continue sur R∗
+.

2. Prouver que x 7→ xF (x) admet une limite finie en
+∞ et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +∞, de
F (x).

Exercice 2 :
Montrer que pour tout x ∈]− 1,+∞[ :

∫ 1

0

ln(1 + xt)

1 + t2
dt =

ln(2)

2
arctan(x) +

π

8
ln(1 + x2)

−
∫ x

0

ln(1 + t)

1 + t2
dt

En déduire la valeur de :

I =

∫ 1

0

ln(1 + t)

1 + t2
dt

Exercice 3 :
Soient f, g ∈ L1(R). On note f̂ la transformée de Fourier
définie par :

f̂(y) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−ixydx

1. Montrer que :∫
R
f(x)ĝ(x)dx =

∫
R
f̂(x)g(x)dx

2. Montrer que :

f̂ ∗ g = f̂ ĝ
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1. Montrer que, pour tout x /∈ {0,−1, 1} :

P

(
1

x

)
= P (x)− 4π ln |x|

2. On se restreint à x ∈]− 1, 1[. Calculer la dérivée de
P et montrer qu’elle est nulle sur ]−1, 1[. En déduire
la valeur de P (x).

Exercice 5 :
Soit f ∈ C0([0, 1],R), on définit :

I(f) :


[0, 1] → R

x 7→
√

x

π

∫ 1

0

f(ux)√
1− u

du

Montrer que :

∀x ∈ [0, 1], ∀f ∈ C0([0, 1],R), I ◦ I(f)(x) =
∫ x

0

f(t)dt

4. On admet que la transformée de Fourier de la gaussi-
enne :

hε(x) = e−
εx2

2

est donnée par :

ĥε(k) = ε−
1
2 e−

k2

2ε

Montrer que :∫
R
gε(k)dk =

∫
R2

ε−
1
2 e−

x2

2ε f(x)f(y)dxdy

5. Soit {sε} la famille de fonctions définies par :

sε(y) =

∫
R
ε−

1
2 e−

x2

2ε f(x)dx

Quelle est la limite dans L2(R) de sε lorsque ε tend
vers 0 ?

6. Montrer que :

lim
ε→0

∫
R
gε(k)dk =

∫
R
(lim
ε→0

sε(y))f(y)dy

7. Montrer que :

lim
ε→0

∫
R
gε(k)dk = ∥f̂∥2L2

8. En déduire que ∥f̂∥L2 = ∥f∥L2 .

3. Pour tout t > 0, on pose :

ft(x) = (4πt)−
1
2 e−

x2

4t

(a) Montrer que, pour tout t > 0 :∫
R
ft(x)dx = 1

(b) Montrer que, pour tout δ > 0 :

lim
t→0

∫
|x|>δ

ft(x)dx = 0

4. On suppose que g est continue bornée. Montrer que
ft ∗ g est bien définie et que :

lim
t→0

ft ∗ g(x) = g(x)

Exercice 4 :
Soient f ∈ C(R,R) et g définie pour x > 0 par :

g(x) =
1

x

∫ x

0

cos(x− y)f(y)dy

Déterminer la limite de g en 0. En supposant que f a une
limite en +∞, déterminer celle de g.
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