Sujet 1

Sujet 2

Sujet 3

Cours :
Montrer que O, (R) est compact.

Exercice 1 :
Soit (E, (-|-)) un espace euclidien.

On pose Vz € E, ||z| = /{z|x).

Pour tout v € L(E), on note u* 'adjoint de u.

1. Un endomorphisme u de F vérifiant :
Ve e E, (u(z)lx) =0
est-il nécessairement ’endomorphisme nul ?

2. Soit u € L(FE). Prouver que les trois assertions suiv-
antes sont équivalentes :

(a) uou* =u*ou

(b) Va,y € B, (u()lu(y)) = (u*(z)[u*(y))
(¢) Vo € B, [lu(z)]| = [[u*(2)]

Exercice 2 :

Soit E un espace euclidien, x1, xa, ..
vecteurs de E.

On définit la matrice de gram par :

., T, une famille de

Gram(z,...,T,) = (<x1|xj>)1§i7j§n

et on note G(x1,...,z,) son déterminant.

Montrer que la famille (z1, ..., z,) est liée si et seulement
si G(z1,...,2,) = 0.

Exercice 3 :
Montrer qu'une matrice carrée est une matrice de Gram
si et seulement si elle est symétrique définie positive.

Exercice 4 :
Soit (E, (:]-)) un espace euclidien, V' C E un sous-espace
vectoriel muni d’une base (e, ...,e,). Montrer que :

Gel,...,en, )

G(el, ..

Vo e B, d*(z,V) =
.,€n)

Cours :

Soit F' un sous-espace vectoriel de F' et u un endormor-
phisme de E. Montrer que F est stable par u si et seule-
ment si F- est sable par u*.

Exercice 1 :

1. Prouver que : YA € SH(R) < SP(A) C [0, +o0].

2. Prouver que VA € S,(R), A? € S (R).

3. Prouver que VA € S, (R), VB € S,/ (R),
AB = BA — A2B € S+ (R).

4. Soit A € S (R).
telle que A = B2.

Prouver qu'’il existe B € S;7(R)

Exercice 2 :
Trouver une matrice symétrique complexe non diagonalis-

able.

Exercice 3 :
On considere la matrice A dont les coefficients sont :

1
Qijj = =
I 1+7+1

Montrer que les valeurs propres de A sont toutes des réels
strictement positifs.

Exercice 4 :

Soient A, B deux matrices réelles symétriques positives.
Montrer que Tr(AB) < Tr(A)Tr(B).

Cours :
Montrer que pour A € S,(R), on a SPc(A4) C R.

Exercice 1 :
Soit E un espace euclidien de dimension n et u € L(E).
| -]l est la norme euclidienne associée & un produit scalaire

(1)
1. Soit u € O(E).
(a) Démontrer que :
Yo,y € E, (u(x)u(y)) = (z|y)
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que 'ensemble O(F) des isométries vec-
torielles de F/, muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit u € L(E). Soit (€;);«;<,, une base orthonormée
de E. Prouver que u € O(FE) si et seulement si
(u(€:))1<;<, est une base orthonormée de FE.

Exercice 2 :

a b b

Déterminer le polynéme minimal de .
o
b b a

Exercice 3 :
Soit f un endomorphisme antisymétrique d’un espace eu-
clidien £ de dimension n.

1. Montrer que pour tout z € E, (f(x)|z) = 0.

2. Montrer que ¢ = f +id et ¢ = id — f sont des

automorphismes de F.

1

3. Montrer que ¢’ o g~' est une rotation.

Exercice 4 :

Montrer que ’application :

2 { OnlR) X SETE

(0,9) =
est un homéomorphisme.

— GLn(R)
oS



° Sil‘l,...

L] Sivl,...

,x, € E, alors :

|G r, @) < -l

n
,Up, € C™, alors

|det(vy, ... v0)] < lvi]l .- ||vnll

1. Montrer que :

n
S i —al? =20 |luil® -2
i=1

1<ij<n

2

n
D i
i=1

2. On suppose que :
Vi je{l,...,n}% |lz —ayll > 2

Soit B une boule fermée de rayon R et qui contient
LlyeoeyLp.
Montrer que :
2(n—1)
n

R >

Sujet 1 Sujet 2 Sujet 3
Exercice 5 : Exercice 5 : Exercice 5 :
Montrer que : Soit E un espace euclidien et (z1,...,z,) € E™. Soit m un entier supérieur ou égal a 2 et K un corps

commutatif. On appelle matrice de transvection toute
matrice de la forme T; ;(\) = I, + AE;j ou i # j et
A € K, et matrice de dilatation toute matrice diagonale
Di(a) =1, + (o« — 1)E; ; avec a € K*.

1. Montrer que l’ensemble des matrices de transvec-
tions engendre le groupe SL, (K) et que 'ensemble
des matrices de dilatation engendre le groupe
GL,(K).

2. Déterminer les centres des groupes GL,(K) et
SLy(K).

3. On suppose que K = R ou C. Démontrer que
SL,(K) est connexe par arcs.



