
Approfondissements Calcul algébrique

1 Introduction

• On introduit le symbole ”somme”
∑

définit comme suit :

a0 + a1 + · · ·+ an =
n∑

k=0

ak

On a les résultats classiques :

– On a pour une progression arithmétique :

n∑
k=0

k =
n(n+ 1)

2

– On a pour une progression géométrique :

n∑
k=0

qk =
qn+1 − 1

q − 1

• On introduit le symbole ”produit”
∏

définit comme suit :

a0 × a1 × · · · × an =
n∏

k=0

ak

2 Exercices

Exercice 1: (*)
Si a, b, c, d sont des réels non nuls, simplifier les fractions :

A =
a
b
c
d

, B =
a
b

c
, C =

a
b
c

Exercice 2: (*)

1. Exprimer simplement ln(56)− ln(7) + ln(4).

2. Montrer que ln(
√
216) =

3

2
ln(6).

3. Ecrire le plus simplement possible ln(49) + ln(21)− ln(3
√
7).

Exercice 3: (*)

Soit n ∈ N∗, a1, a2, . . . , an des nombres réels et b1, b2, . . . , bn des nombres réels non nuls. On suppose que tous les
ai
bi

pour tout 1 ≤ i ≤ n sont égaux.

Montrer que ces nombres sont également égaux à
a1 + · · ·+ an
b1 + · · ·+ bn

.

Exercice 4: (*)

Montrer que 2
√

2 +
√
3 =

√
2 +

√
6.
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Exercice 5: (*)
Soit K l’ensemble des nombres réels de la forme a+ b

√
2 avec (a, b) ∈ Q2.

Montrer que, si x et y sont dans K, il en est de même de x− y, xy et
1

x
.

Exercice 6: (*)
Soient x, y, z ∈ R. Vérifier que :

(x+ y + z)3 − (x3 + y3 + z3) = 3(x+ y)(x+ z)(y + z)

Exercice 7: (***)
Soit :

a =
3

√
1 +

√
152

27
− 3

√
−1 +

√
152

27

Montrer que a3 + 5a est un nombre entier.

Exercice 8: (**)
Soit n ∈ N∗. Donner une expression simple de la somme :

n∑
k=1

2k − 1

Exercice 9: (*)
Soit (un)n∈N une suit réelle. On suppose :

∀n ∈ N,
n∑

k=0

uk =
n2 + n

3

Pour n ∈ N, calculer un.

Exercice 10: (*)

Soit x ∈]− 1, 1[. Pour n ∈ N, soit Sn =
n∑

k=0

xk.

Montrer que :

Sn −→
n→+∞

1

1− x

Exercice 11: (***)

1. En utilisant la formule de progression géométrique et la dérivation, calculer, pour x réel et n ∈ N∗:

n∑
k=0

kxk

On distinguera le cas x = 1.

2. Si x ∈]− 1, 1[, déterminer la limite de la somme précédente lorsque n tend vers +∞.

Exercice 12: (**)

On pose, pour n ∈ N∗, un =
2n∑
k=n

1

k
. Simplifier un+1 − un et en déduire la monotonie de (un)n∈N∗ .
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Exercice 13: (***)

Soit n ∈ N∗, on note Hn =
n∑

k=1

1

k
. Montrer que pour tout entier n ≥ 2,

n−1∑
k=1

Hk = nHn − n

Exercice 14: (*)

1. Pour n ∈ N∗, simplifier le produit :

An =
n∏

k=1

4k
2+1

2. Pour n ∈ N∗, simplifier le produit :

Bn =
n∏

k=0

k + 4

k + 3

Exercice 15: (***)
Pour n ≥ 2, donner une expression simple de :

Cn =
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
et trouver la limite de (Cn)n≥2 lorsque n tend vers +∞.
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